Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Sortowanie topologiczne

#graf_acykliczny #dag
#krawedZ powrotna
#topologia

W algorytmice wazna role odgrywaja skierowanie grafy acykliczne (ang. Directed Acyclic
Graphs, wymawiaj: dajrekted esajklik grafs, w drugim stowie akcentujac a). Co znaczy acy-
kliczny, chyba juz rozumiemy, prawda? 7Z angielskiej nazwy utworzono powszechnie uzywany

skrot DAG (dag).

WezZmy sobie taki przyktadowy dag:

Dane wejsciowe opisujace ten graf sa nastepujace (pamietamy, aby do ich wezytania uzy¢
funkcji read directed graph()):
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Funkcja print_graph() wypisze nam listy sasiedztwa:

1: 58
2: 81
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Przygotujemy teraz do naszych celow specjalng wersje funkcji realizujacych algorytm DF'S.
Zacznijmy od DFS_topological():

void DFS_topological(vector<vector<int>> &G, int V,
vector<bool> &visited, vector<int> &parent,
int &t, vector<int> &start, vector<int> &finish, stack<int> &S)
{
for(int v = 1; v <= V; v++)
if('visited[v])
DFS_visit_topological(G, V, v, visited, parent, t, start, finish, S);

Ni z gruchy, ni z pietruchy pojawil nam sie tutaj jaki$ stos (S) — prosimy o uzbrojenie sie
w cierpliwo$é, wszystko za niedtugo sie wyjasni[]

Teraz funkcja DFS_visit_topological():

void DFS_visit_topological(vector<vector<int>> &G, int V, int s,
vector<bool> &visited, vector<int> &parent,
int &t, vector<int> &start, vector<int> &finish, stack<int> &S)

visited[s] = true;
start[s] = ++t;
for(int x : G[s])
if('visited[x])
{
parent [x] = s;
DFS_visit_topological(G, V, x, visited, parent, t, start, finish, S);
+

finish[s] = ++t;

Miejsce w kodzie oznaczone trzema kropkami jest szczegdlne — tutaj celebrowane jest zakon-
czenie przetwarzania wierzchotka s. Ten fragment kodu (zaraz cos tam konkretnego wstawimy)
jest wykonywany dla wszystkich wierzchotkow grafu w kolejnosci takiej, jak z nimi konczymy.
Gdybyémy wstawili tam wypisywanie:

cout << s << endl;

*Nie wszystkie parametry oryginalnych funkcji beda nam potrzebne, ale nie pomijamy ich, aby nie tworzy¢
niepotrzebnego zamieszania.
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wtedy na ekranie pojawitaby si¢ lista wszystkich wierzchotkow w kolejnosci ich przetworzenia.
Nam jednak zalezy na otrzymaniu (i przechowaniu) tej listy w odwrotnej kolejnosci — stad
uzycie stosu S. Jednym stowem, zamiast trzech kropek wpiszemy wstawianie s na stos S:

S.

push(s);

Zobaczmy, jaki bedzie skutek wywotania ponizszej funkcji main () i wpisania danych naszego
grafu (na konicu dalidémy wypisanie zawartosci stosu S):

int main()

{

int V, E;
vector<vector<int>> G;
read_directed_graph(G, V, E);
print_graph();
vector<bool> visited(V + 1);
vector<int> parent(V + 1), start(V + 1), finish(V + 1);
stack<int> S;
int t = 0;
DFS_topological(G, V, visited, parent, t, start, finish, S);
print_DFS(G, V, parent, start, finish);
while(!S.empty())
{
cout << S.top() << " ",
S.popQ);
}

cout << endl;

Funkcja print DFS() wypisze nam informacje o rezultatach przeszukiwania grafu:

O ~NO O WN =

s=1 £=10
s=11 f=12
s=b f=8
s=13 f=14
s=2 f=3
s=6 f=7
s=15 f=16
s=4 f=9

"U"U"d"d"(ljl"d"d"d
=, O WKk O 0w O O



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

co przektada sie na rozpiske na grafie:
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Na ekranie na samym konicu wydruku pojawi si¢ zawartosé¢ stosu (lista wierzcotkdéw posor-
towana malejaco wedtug czaséw finish):

74218365

Utézmy te wierzchotki wzdtuz jednej linii wedlug powyzszej kolejnosci i dorysujmy krawedzie
(wszystkie) naszego grafu:

Hmmm. .. Co ja pacze? Ja pacze, ze wszystkie strzaltki pokazuja w prawa strone! Mozna powie-
dzie¢, ze graf zostal na swoj sposéb ,uczesany”. Doprowadzenie grafu do takiego stanu nosi na-
zwe sortowania topologicznego (ang. topological sort, wymawiaj: topolodzikal sort z akcentem
na trzecia sylabe). Dzieki tej operacji graf staje si¢ struktura w zasadzie liniowa, z okreslonym
porzadkiem wierzchotkéw.

W fundamentalnym podreczniku algorytmiki Cormena i spo6tki zamieszczono przyktad sor-
towania topologicznego grafu, ktérego wierzchotkami sg elementy ubrania, a zwroty krawedzi
okreslaja, co przed czym nalezy ubiera¢. Pozwolimy sobie na matg przerdbke, przypisujac wierz-
chotkom naszego grafu czesci staropolskiej garderobyﬂ

1. giezto,

2. hajdawery,

3. onuce,

4. ineksprymable,

"W tamtych czasach nie byto Supermana, ktéry — jak wiadomo — ubiera femuraty na hajdawery.

4
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5. pas shucki,
6. baczmagi,
7. femuraty.

8. zupan.
Teraz kolejnosé ubierania (co przed czym, wedlug krawedzi w naszym grafie):

e hajdawery przed zupanem,

e onuce przed baczmagami,

e zupan przed pasem stuckim,

e femuraly przed hajdawerami,

e giezto przed pasem stuckim,

e ineksprymable przed hajdawerami,
e giezto przed zupanem,

e zupan przed onucami,

e hajdawery przed gieztem,

e zupan przed baczmagami,

e femuraly przed ineksprymablami.

W wyniku sortowania topologicznego uzyskujemy taka oto kolejnos¢ ubierania sie:
femuraty, ineksprymable, hajdawery, giezto, zupan, onuce, baczmagi, pas stucki.

Czy zawsze sortowanie topologiczne grafu skierowanego jest mozliwe? Oczywiscie, ze nie —
graf musi by¢ acykliczny, czyli musi by¢ dagiem. Jesli w grafie wystepuje cykl, wtedy pojawia
sie¢ w nim przynajmniej jedna krawedZ powrotna, czyli wskazujaca w przeciwnym kierunku do
generalnego kierunku ,uczesania” i nie da sie jej nijak obroci¢ we wlasciwym kierunku.

Sortowanie topologiczne nie musi dawac jednoznacznej kolejnosci wierzchotkow, na przyktad
w naszym grafie na ostatnim rysunku mozna zamieni¢ wierzchotki 6 oraz 5 i graf nadal pozo-
stanie prawidtowo posortowany. Niech Czytelnik zastanowi sie, kiedy sortowanie topologiczne
daje absolutnie jednoznaczny wynik.



