Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Silnie sp6jne skladowe
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#klasy_roéwnowaznosci

Mowilismy juz o spojnych sktadowych grafu nieskierowanego: tak graf lub jego fragment
nazywany byt spéjnym, jesli mozna byto dosta¢ si¢ z kazdego wierzchotka w nim do dowolnego
innego w tym samym fragmencie. W przypadku graféw skierowanych mowi sie raczej o silnie
spojnych skladowych (ang. SSC, Strongly Connected Components), wymawiaj: strongly
konekted komponents z akcentem na pierwsza sylabe w ostatnim stowie).

Generalnie spojnosé grafu skierowanego (silna sp6jnoséé) jako catosci okresla sie tak samo,
jak grafu nieskierowanego. Oto przyktad grafu silnie spojnego:

Da sie przejs¢ z kazdego do kazdego wierzchotka. Jedli natomiast usuniemy na przyktad
krawedz 1 — 4, wtedy graf juz nie ma tej wtasnosci:
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Na ogo6t jednak graf jako cato$é¢ nie wykazuje cech silnej spéjnosci, natomiast zawsze mozna
w nim wyréznié pewne fragmenty, ktére — kazdy z osobna — sa silnie spdjne[f] Na przyktadzie
powyzszego grafu widaé¢, ze wierzcholki {1, 2,3} tworza silnie spdjna strukture:

*Niech Czytelnik doczyta jeszcze kilka najblizszych akapitéw i zastanowi sig, dlaczego tak jest.
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Wazna cecha silnie spojnej sktadowej jest fakt, ze nie da sie juz dotaczy¢ zadnego wierzchotka
grafu, aby nie zepsu¢ silnej spojnosci. Jest to wige struktura o maksymalnej mozliwej wielkosci.

Zaraz, zaraz, a co z wierzchotkiem 47 Taki samotny wierzchotek moze by¢ samodzielng
silnie spojng sktadowa — i tak jest w tym przypadku, gdyz dotaczenie jakiegokolwiek innego
wierzchotka zaburzy sp6jnosé tej sktadowej. Tak wiec nasz graf mozemy podzieli¢ na dwie
roztaczne silnie spdjne skladowem

sktadowa 1.

sktadowa 2.

Pomiedzy poszczegdlnymi silnie spéjnymi sktadowymi moga istnie¢ krawedzie (u nas jest
jedna), ale do tego jeszcze wrocimy.

Graf transponowany

Zobaczymy, jak to wszystko wyglada w przypadku jakiego$ bardziej wypasionego grafu, na
przyktad:

17 samej definicji silnie spéjnych sktadowych — tutaj przedstawionej w formie opisowej — wynika, ze musza
by¢ one roztaczne (dlaczego?).
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Przygotujemy dane wejsciowe dla tego grafu:
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Do ich wezytania wykorzystamy nasza standardows funkcje read directed_graph(), a otrzy-
mane listy sasiedztwa wypisze nam funkcja print_graph():

1: 76
2: 51
3: 4
4: 6 3
5: 2 9
6: 8
7: 10
8: 6
9: 216
10: 1 8

Ale teraz bedzie nowos¢: oprocz ,normalnego” grafu G zbudujemy réowniez graf transponowa-
ny GT (ang. transposed graph, wymawiaj: transpotzd graf, z akcentem na o). Jest to graf
otrzymany z grafu G przez odwroécenie zwrotéw wszystkich krawedzi, czyli w tym przypadku:
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Ten graf bedzie nam potrzebny do ostatecznej identyfikacji silnie spojnych sktadowych, co
przedstawimy w nastepnej sekcji. Na razie wygenerujemy ten transponowany graf przy pomocy
funkcji transpose_graph() :EI

void transpose_graph(vector<vector<int>> &G, int V,
vector<vector<int>> &GT)
{
GT.resize(V + 1);
for(int v = 1; v <= V; v++)
for(int x : G[v])
GT [x] . push_back(v) ;

Tym samym krystalizuje sie nam poczatkowa cze$¢ funkeji main():

int main()

{
int V, E;
vector<vector<int>> G;
read_directed_graph(G, V, E);
print_graph(G, V);
transpose_graph(G, V, GT);
print_graph(GT, V);

Funkcja print_graph() dla grafu transponowanego G7 pokaze nastepujace listy sasiedztwa:
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Na razie tyle, jesli chodzi o graf transponowany — przechodzimy do nastepnego etapu.

Pierwsze przeszukiwanie w glab

Najpierw przeszukamy w glab graf G' odktadajac na stosie S numery wierzchotkéw w kolejnosci
zakonczenia ich przetwarzania — tak samo, jak robiliSmy podczas sortowania topologicznego.

fMozna to zrobié juz na etapie wezytywania danych, ale wtedy musieliby$my zmodyfikowaé — jakze zastuzong
— funkcje read_connected_graph().
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Zatem kolejna instrukcja w funkcji main() to wywotanie funkcji realizujacej algorytm DFS
(poprzedzone deklaracjami niezbednych zmiennych):

vector<bool> visited(V + 1);

vector<int> parent(V + 1), start(V + 1), finish(V + 1);

int t = 0;

stack<int> S;

DFS_topological(G, V, visited, parent, t, start, finish, S);

Na rysunku zaznaczymy tylko wartosci czaséw przetworzenia (finish — na czerwono, bez
zadnej adnotacji):
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Oznacza to, ze na stosie odtozyly sie numery wierzchotkow w nastepujacej kolejnosci:

(wierzch stosu)

3
4
2
5
9
1
7
10
8
6

Drugie przeszukiwanie w glab

Nastepny etap znajdowania silnie spéjnych sktadowych polega na uruchomieniu przeszukiwa-
nia w glagb dla grafu G, przy czym kolejne wierzcholki startowe pobiera¢ bedziemy ze sto-
su S. W tym celu napiszemy nieco zmodyfikowane wersje funkcji DFS_topological() oraz
DFS_visit_topological(): odpowiednio DFS_SCC() oraz DFS_SCC_visit().

Ta pierwsza funkcja bedzie zawiera¢ petle while operujaca na stosie S i jej zadaniem be-
dzie ustalenie numeru silnie sp6jnej sktadowej (zmienna c), do ktérej nalezy dany wierzchotek
(przechowamy to w wektorze component; numeracja sktadowych zacznie sie od 1):
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void DFS_SCC(vector<vector<int>> &GT, int V, vector<bool> &visited,
stack<int> &S, vector<int> &component)
{
int ¢ = 0;
while(!S.empty())
{
int v = S.topQ);
S.popQ);
if('visited[v])
DFS_visit_SCC(GT, V, v, visited, component, ++c);

Uzycie operatora zwigkszania w ostatnim argumencie wywotania funkcji DFS_visit_SCC() chy-
ba nie speszyto Czytelnika?

Jednym stowem, DFS uruchamiamy (tak juz na serio) dla kolejnych wierzchotkéw grafu GT
— o ile sa nieodwiedzone.

Teraz funkcja odwiedzajaca:

void DFS_visit_SCC(vector<vector<int>> &GT, int V, int s,
vector<bool> &visited, vector<int> &component, int c)
{
visited[s] = true;
component[s] = c;
for(int x : GT[s])
if (lvisited[x])
DFS_visit_SCC(GT, V, x, visited, component, c);

Jedyng nowinka jest przypisanie odwiedzanego wierzchotka do konkretnej silnie spojnej skta-
dowej (o numerze c).

Tak powinna wyglada¢ konicowa cze$¢ funkcji main() (pamietamy o wyczyszczeniu wektora
visited):

fill(visited.begin(), visited.end(), false);
vector<int> component(V + 1);
DFS_SCC(GT, V, visited, S, component);
for(int v = 1; v <= V; v++)

cout << v << ": " << component[v] << endl;

Na koncu dodalismy wypisanie zawartosci wektora component — zobaczymy nastepujacy wy-
druk:
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Widzimy tu cztery silnie spéjne sktadowe:

1. wierzchotki 3, 4,

2. wierzchotki 2, 5, 9,
3. wierzchotki 1, 7, 10,
4. wierzchotki 6, 8.

Wyglada to nastepujaco:

sktadowa 2.

sktadowa 1.

sktadowa 4.

sktadowa 3.

Nie bedziemy tutaj roztrzasac, dlaczego ten algorytm dzia}aﬁ wazne, ze Przy jego pomocy
mozemy rzeczywiscie znalez¢ silnie spojne sktadowe kazdego grafu.

Klasy réwnowaznosci

Wyobrazmy sobie zbiér A par wszystkich wierzchotkéw grafu G-
A={(a,b):1<a<V,1<b<< V},

gdzie wierzchotki reprezentowane sa (wzajemnie jednoznacznie) przez liczby catkowite z zakresu
od 1 do V. Tlo$¢ elementéw zbioru A wynosi V2, gdyz dopuszczamy sytuacje, aby a = b.

W tym zbiorze wyodrebnimy pewien podzbiér R C A. Do tego podzbioru zaliczymy pary
wierzchotkéw, ktére naleza do tej samej silnie spojnej sktadowej (obojetnie ktérej, byle tej

$Dowdd jego poprawnoéci mozna znalezé na przyklad w podreczniku Cormena i spotki.
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samej). Na przyktad w zbiorze R znajda si¢ pary (3,4), (2,5) czy (7,10), natomiast nie ma
w nim na przyktad pary (1,9) ani (9, 1).

Dowolny podzbior zbioru A nazywany jest relacjg, zatem zbiér R jest przyktadem relacji —
i to relacji o bardzo szczeg6lnych cechach.

Zauwazmy, ze wszystkie pary postaci (a,a), a = 1,2,...,V naleza do zbioru R (relacji)
(dlaczego?). Jedli relacja spetia ten warunek, wtedy nazywana jest relacjg zwrotng (to znaczy,
ze kazdy wierzcholek jest w relacji z samym soba).

Ponadto, jesli para (a,b) nalezy do relacji, wtedy na pewno para (b,a) takze do relacji
naleZym Na przyktad, skoro para (6, 8) nalezy do relacji, wtedy para (8,6) réwniez nalezy do R.
Taka relacja nazywa sie relacjg symetryczng.

[ jeszcze trzecia wlasno$é: jedli dla dowolnych par (a,b) oraz (b, c) ze zbioru A z tego, ze
obie te pary naleza do relacji, wynika ze para (a,c) réwniez nalezy do relacji.m Taka relacja
nazywana jest relacjg przechodnig.

Jesli relacja jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, wtedy nazywana jest relacjg réwno-
waznosciowq. Taki typ relacji zachodzi wlasnie w przypadku przynaleznosci par wierzchotkéw
do tej samej silnie spojnej sktadowej. Caly zbiér wierzchotkéw grafu mozna podzieli¢ na roz-
taczne podzbiory — kazdy z nich odpowiada oddzielnej sktadowej. Dowolna para wierzchotkéw
pochodzacych z jednego takiego podzbioru jest ze soba w relacji (czyli nalezy do R) — i na
odwrot: jesli dwa wierzchotki pochodza z dwdch odrebnych podzbioréow, wtedy na bank nie sa
w relacji. Takie podzbiory pelnia wazng role w teorii grup i nosza nazwe klas rownowaznosci.

Zauwazmy, ze w przypadku sktadowych grafu wewnetrzny uktad krawedzi w danej sktadowe;j
jest drugorzedny. W wielu zastosowaniach silnie sp6jng sktadowa traktuje sie jako jedna catosé,
a poszczegolne sktadowe sa potaczone krawedziami, ktore nie sa wewnetrzne. Jedli silnie spojne
sktadowe potraktujemy jako wierzchotki nowego grafu, wtedy w naszym przypadku otrzymamy
co$ takiego (numery 1-4 to numery silnie spéjnych sktadowych):

Otrzymalismy specyficzny graf: pomiedzy poszczegdlnymi jego wierzchotkami moze wysta-
pi¢ wiecej niz jedna krawedZ (czyli jest to tak zwany multigraf), ale daleko wazniejszy jest
fakt, ze tak utworzony graf musi by¢ acykliczny (!). Pozostawiamy dociekliwemu Czytelnikowi
zastanowienie sie, dlaczego tak musi by¢.

TWarunek ten musi zachodzié¢ dla wszystkich par nalezacych do zbioru A.

I Skoro (a,b) € R, wiec a1 b maja ten sam numer silnie spéjnej sktadowej. Réwniez (b, ¢) maja ten sam numer
— 1 musi to byé¢ ten sam numer, co przy poprzedniej parze, gdyz w obydwu parach powtarza sie wierzchotek b,
za$ przydzial wierzchotkéw do sktadowych jest jednoznaczny.



