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Zbiory rozlaczne

#zbiory_roztaczne
#find_union
#funkcja_Ackermana

Wyobrazmy sobie zbiér pewnych elementéw (na przyktad liczb), ktéry podzielony jest na
roztaczne niepuste podzbiory. Taki zbiér bedziemy okresla¢ mianem uniwersum, by zachowac
zgodnos¢ z dostepna literatura na ten temat. Na tym uniwersum bedziemy wykonywaé¢ dwa
rodzaje operacji: zapytania, czy wskazane dwa elementy naleza do tego samego podzbioru
(ang. find, wymawiaj: fajnd), oraz taczenie dwoch podzbioréw (ang. union, wymawiaj: junion).
Wazne jest, aby te zapytania (find) nie zmienialy przynaleznosci elementu do danego podzbioru,
no i pasowatoby, aby oba typy operacji byty wykonywane jak najszybciej.

Kazdy podzbiér naszego uniwersum powinien mie¢ swojego reprezentanta, czyli wyrdzniony
element. Jedli dla dwoch dowolnie wybranych elementéow okaze sie, ze naleza do pozdbiorow
z tym samym reprezentantem, bedzie to oznaczaé, ze naleza do tego samego podzbioru, gdyz
podzbiory uniwersum sa z definicji roztaczne, a jego elementy nie moga sie powtarzac.

Zatbézmy, ze nasze uniwersum to zbior {0, 1,2,3,4,5,6, 7} i zastaliSmy nastepujacy podzial
na podzbiory: {0,2,3,5}, {1,4}, {7}, {6}. Jednym ze sposobéw zapisania tego podziatu jest
uzycie roztacznych drzew, w ktérych kazdy element ,pamieta” swego rodzica (ang. parent) —
z wyjatkiem tych elementéw, ktére stanowig korzen drzewa (ang. root, wymawiaj: rut, z dtu-
gim u) Oto przyktadowa realizacja tych podzbioréw (strzatki pokazuja kierunek od syna do

rodzica):
g o O

W tym przyktadzie reprezentantem dla pierwszego podzbioru jest element 2, dla drugiego —
element 1, a w pozostalych podzbiorach jedyny nalezacy do nich element jest swoim wtasnym
reprezentantem.

Zalézmy, ze informacje o rodzicu przechowujemy w wektorze (lub tablicy) parent. Jesli
brak rodzica (charakterystyczne dla reprezentanta) oznaczymy wartoscia —1, wtedy wektor ten
powinien mie¢ postac:

2/-1|/-1/2, 1|3 -1 -1

0 1 2 3 4 5 6 7

*Drzewa w informatyce sa typowymi drzewami australijskimi, rosng bowiem zielonym do dotu, a korzeniem
do gory.
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Wyszukiwanie reprezentanta dla zbioru z elementem a moze przeprowadzi¢ nastepujaca
rekurencyjna funkcja find_set ():

int find_set(vector<int> &parent, int a)
{

if (parent[a] == -1) return a;

return find_set(parent[a]);

3

Czyli jesli element a nie jest reprezentantem, wtedy odwotujemy si¢ do jego rodzica — i tak az
do skutku. Rekurencja na pewno zakonczy si¢, poniewaz idac po strzatkach do géry na pewno
trafimy na element, ktory nie ma rodzica.

Jesli zatem zapytamy dla przyktadu o reprezentantéw dla elementéw 0 oraz 5, w obu przy-
padkach otrzymamy odpowiedz 2, co oznacza, ze oba elementy naleza do tego samego zbioru.
Jesli natomiast zapytamy o reprezentantéw dla elementéw 1 oraz 7, orzymamy rézne wyniki
(odpowiednio: 1 oraz 7), zatem te elementy znajduja sie w oddzielnych zbiorach.

No dobrze, znajdowanie reprezentantéw jako$ nam poszto, ale co z operacja union, czyli
taczeniem zbioréw? Naszkicujemy funkcje union_set (), ktéra zajmie sie tym zadaniem. Za-
t6zmy, ze ma ona potaczy¢ dwa podzbiory: do jednego z nich nalezy element a, a do drugiego
element b:

void union_set(vector<int> &parent, int a, int b)

{

Dos¢ oczywiste jest, ze musimy wykonaé¢ pewng operacje nie tyle na samych elementach a oraz b,
ile na reprezentantach zbioréw, do ktoére one nalezg — zaczniemy zatem od ich znalezienia:

find_set(parent, a),
find_set(parent, b);

int a_root
b_root

Jesliby przez przypadek okazalo sig, ze ci reprezentanci to jeden i ten sam element, wtedy nie
wykonujemy zadnej operacji — w przeciwnym razie ,podpinamy” jeden zbiér pod drugi:

if(a_root != b_root)
parent[a_root] = b_root;

Tym samym element b_root staje sie reprezentantem réwniez dla zbioru reprezentowanego do
tej pory przez element a_root. Jesli dajmy na to a = 5, za§ b = 4, to w naszym przyktadzie
dwa pierwsze zbiory potacza sie w nastepujacy sposob:
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Z punktu widzenia logiki wszystko jest OK, jednak uwazny Czytelnik na pewno spostrzeze,
ze mamy pewien efekt uboczny tego potaczenia. Ot6z obecnie dlugosé Sciezki od elementu
5 do reprezentanta wydtuzyla sie — wynosi teraz 3 (tylez strzatek do przebycia), a wczesniej
miata dtugos$é¢ 2. Przy wigkszej ilosci operacji moze to prowadzi¢ do drzew o niezréwnowazonej
budowie, a wiec nieefektywnych w zastosowaniach. Wszakze z punktu widzenia operacji find
im krotsze sciezki, tym lepsze.

Zauwazmy jednak, ze gdybysmy podpieli zbiory odwrotnie, dostaliby$my lepszy rezultat.
W naszym przyktadzie operacja:

parent [b_root] = a_root;

prowadzi do nastepujacego, bardziej efektywnego potaczenia (zadna $ciezka nie ma dtugosci
wigkszej niz 2):

7 kronikarskiego zamiescimy jeszcze pelny kod tej pierwszej implementacji operacji union
(ale juz za chwile zajmiemy sie jej podrasowaniem):

void union_set(vector<int> &parent, int a, int b)
{
int a_root = find_set(parent, a),
b_root = find_set(parent, b);
if (a_root != b_root)
parent [a_root] = b_root;

Wracajac do kolejnosci taczenia: nie jest obojetne, co si¢ do czego podpinam Generalnie
lepiej jest podpia¢ drzewo o krétszych gateziach (Sciezkach) do korzenia drzewa wigkszego, bo
wtedy nie powiekszamy najdtuzszej Sciezki. Jesli oba drzewa maja te samag wysokos$é¢, no to
wtedy trudno: podpinamy jak wypadnie, z tym ze nie powinno mie¢ to wplywu na finalng
efektywnosé (tak czy owak najdtuzsza sciezka ulegnie przedtuzeniu o 1).

tKazdy elektryk to wie. ..
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Taki sposéb laczenia drzew nazywamy taczeniem wedtug rangi, gdzie stowo ,ranga” (ang.
rank) oznacza dtugos$é najdtuzszej $ciezki w danym drzewie. Wymaga to dodatkowego wektora
(tablicy), nazwiemy go po prostu rankﬂ W tym wektorze bedziemy przechowywaé rangi dla
kazdego reprezentanta (przyjmujemy, ze dla zbioru jednoelementowego ranga wynosi 0). Za-
uwazmy, ze wartos¢ rangi dla elementu niebedacego reprezentantem jest bez znaczenia, ponie-
waz zbior reprezentantéw bedzie si¢ raczej kurczyt w wyniku taczenia zbioréw. Zatem wystarczy
uaktualnia¢ tylko rangi obecnych reprezentantéw.

Nowa wersja funkcji union_set () powinna wyglada¢ tak:

void union_set(vector<int> &parent, vector<int> &rank, int a, int b)
{
int a_root = find_set(parent, a),
b_root = find_set(parent, b);
if (a_root == b_root) return;
if (rank[a_root] > rank[b_root])
parent [b_root] = a_root;
else if(rank[a_root] < rank[b_root])
parent [a_root] = b_root;
else
{
parent [b_root] = a_root;
rank[a_root]++;
}
}

Potrzebujemy jeszcze funkcji, ktoéra inicjalizuje wektory parent oraz rank — dzieje sie to na
poczatku dzialania programu, gdy wszystkie zbiory sa jednoelementowe (kazdy element jest
swoim wlasnym reprezentantem). Zwyczajowo nazywa si¢ te funkcje make_set ():

void make_set(vector<int> &parent, vector<int> &rank)
{
fill(parent.begin(), parent.end(), -1);
fill(rank.begin(), rank.end(), 0);
}

Zrobilismy juz spory krok naprzéd, ale mozemy p6j$¢ znacznie dalej, i to bardzo niskim kosz-
tem. Przyjrzyjmy sie dla odmiany funkcji find_set (), czy czasem nie potrafimy jej dobajerzyc.
Mamy tam odwotanie rekurencyjne do potomka tej funkcji, ktéry sigga do rodzica elementu a,
kolejny potomek zajmuje sie dziadkiem, nastepny — pradziadkiem, az w koncu docieramy do
reprezentanta. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby podczas tego spaceru po pokoleniach przepinac¢
kolejne elementy coraz wyzej, az do samego reprezentanta. Przyjrzyjmy sie, jak to dziata:

int find_set(vector<int> &parent, int a)
{
if (parent[a] == -1) return a;
parent[a] = find_set(parent([a]);
return parent[a];

3

W jezyku C++ istnieje juz klasa o tej nazwie, ale nie bedzie nam to zbytnio przeszkadzaé.

4
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Jesli tak zorganizujemy te funkcje, to w ostatecznym rachunku rodzicem elementu a stanie
sie reprezentant zbioru, do ktérego nalezy ten element — i to samo stanie si¢ z wszystkim
elementami na $ciezce do goéry (!). Zatem taka przyktadowa sciezka:

zamieni sie w co$ takiego:

Fachowo nazywa sie to kompresjq Sciezki i wptywa dramatycznie na szybkos¢ operacji na
zbiorach roztacznych. Kazde zapytanie find powoduje uporzadkowanie jednej Sciezki, a wigksza
ilog¢ tych zapytan skutkuje tym, iz kolejne z nich beda wykonywac sie w czasie statym. Jesli
policzy sie taczna zlozonos¢ tego algorytmu, wyraza sie ona przez iloczyn m - a(m, n), gdzie n
jest iloscig elementéw w naszym uniwersum, za$ m jest iloscig zapytan find. Funkcja «() jest
to odwrotna funkcja Ackermana — niezwykle wolno rosnaca funkcja. Do$¢ powiedzie¢, ze w tak
zwanych normalnych warunkach jej wartos¢ nie przekracza GH

Tak ulepszony algorytm bedzie nam potrzebny na przyktad przy wyznaczaniu minimalnego
drzewa rozpinajacego (MST), czemu poswiecony bedzie jeden z nastepnych podrozdziatéw.

Jeszcze jeden komentarz: nasze uniwersum zostato podzielone na pewna ilos¢ drzew — a jak
nazywa sie zbiér drzew? Tak, dobrze myslicie: to las (ang. forest).

§0szacowanie zlozonosci tego algorytmu zostalo podane przez Roberta Tarjana (wym. TardZana) w 1984
roku, 20 lat po jego ogloszeniu przez Gallera i Fishera. (Do tego nazwiska jeszcze kiedy$ wrécimy.)



