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7 rekurencja mamy do czynienia, gdy funkcja lub definicja odwotuje si¢ sama do siebie.
Wezmy dla przyktadu definicje silni — funkcji bardzo czesto pojawiajacej sie w roznych dziatach
matematyki. Otéz silnia (ang. factorial, wymawiaj: faktorial), oznaczana symbolem wykrzyk-
nika (!) to iloczyn kolejnych liczb naturalnych:

nl=1-2-3-...-(n—1)-n

Ten wzor ma sens, jesli n jest dodatnig liczba naturalng. Przyjmuje sie réwniez, ze 0! = 1.
Definicja przytoczona powyzej jest typowa definicja odwotujaca sie do iteracyi, czyli powtarzania
pewnego rodzaju operacji (tutaj: mnozenia i powiekszania mnoznika). Stad wniosek, ze mozemy
zaimplementowa¢ te funkcje przy uzyciu prostej petlif]

int factorial(int n)
{
int f{ 1 };
for(int k{ 2 }; k <= n; k++)
f x= k;
return f;

3

Na pewno juz wiemy, ze operator *= oznacza pomnozenie lewej strony instrukcji przez wyrazenie
po jej prawej stronie. Zauwazmy, ze tak zdefiniowana funkcja daje poprawny wynik takze dla
n =0.

Mozemy nawet powyzsza funkcje uprosci¢, rezygnujac z pomocniczej zmiennej k, to dziata
(dlaczego?):

int factorial(int n)
{
int f{ 1 };
while(n > 1)
f *x= n——;
return f;

3

*Prosze by¢ ostroznym z zakresem wartosci argumentu n: silnia jest funkcja bardzo szybko rosnaca i dla n
rzedu kilkanascie na bank wyjdziemy poza zakres typu int. Mozemy ratowaé si¢ uzyciem typu long long, ale
to tylko odroczy wyrok.
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Do przetestowania powyzszych funkcji moze postuzyé¢ prosciutka funkcja main():

int main()
{
int n;
cin >> n;
cout << factorial(n) << ’\n’;
return O;

Nagtowek programu chyba nie stworzy problemu Czytelnikowi.
Tyle o iteracji, czas na rekurencje.

Definicje silni mozemy zbudowaé w inny sposéb. Czym rdézni sie n! od (n — 1)!? No, jesli
n jest wieksze od 0, to mamy n! = n - (n — 1)!, prawda? Czyli mozemy zaimplementowaé
te funkcje odwohlujac sie do niej samej — ale od mniejszego argumentu. Tylko uwaga: takie
odwolywanie si¢ musi mie¢ warunek zakonczenia, aby algorytm wykonywat si¢ w skoniczonym
czasie. W przypadku silni jest to warunek n! = 1 dla n mniejszych od 2. (Méwimy tylko
o wartosciach nieujemnych n.) Oto proponowana funkcja:

int factorial(int n)
{
if(n < 2) return 1;
return n * factorial(n - 1);

}

O zez kurczak, tak krotko? Nawet else’a poskapili? No tak, return oznacza wyjscie z funkcji,
wiec else jest niepotrzebny.

To jest tak dobre, ze jest warte dokladnego przesledzenia. Uzyjemy do tego stosu (ang.
stack, wymawiaj: stak), czyli struktury danych, gdzie odktadamy co$ na jej wierzch, a potem
zdejmujemyﬂ Zobaczymy, co dzieje sie, gdy chcemy obliczy¢ na przyktad factorial(4). Czas
na generalng uwage: funkcja zdefiniowana przez nas w programie to jakby wzorzec czy prze-
pis na pewng sekwencje operacji. Jesli ja uruchomimy, wtedy system operacyjny na moment
przenosi sterowanie do jej wnetrza, zapamietujac na stosie adres powrotny, to znaczy miejsce,
gdzie trzeba bedzie skoczy¢, gdy funkcja wypelni swoje dziatanie. Tym samym w systemie po-
jawia sie instancja funkcyi, czyli jej dziatajacy egzemplarz. Na przyktad po wywotaniu funkcji
factorial(4) wspomniany stos wyglada tak (zawiera tylko jedna instancje funkcji factorial):

factorial(4)
{ return 4 * factorial(3); }

Opuscilismy if-a, przeciez tutaj nie zadziala.

"Wrécimy do tego w jednym z najblizszych podrozdziatéw.
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No dobrze, mamy teraz wywotanie factorial(3) i co z nim? Ot6z laduje ono na szczycie
wspomnianego stosu jako kolejna instancja funkcji factorial ()

factorial(3)

{ return 3 * factorial(2); }
factorial(4)

{ return 4 * factorial(3); }

Mamy teraz wywotanie funkcji factorial(2), wiec doktadamy je na stos:

factorial(2)

{ return 2 * factorial(l); }
factorial(3)

{ return 3 * factorial(2); }
factorial(4)

{ return 4 * factorial(3); }

Tym razem jednak mamy nowg jako$¢: factorial(1l) nie musi odwoltywaé sie do kolejnej
instancji, tylko moze po prostu zwrdci¢ warto$¢ 1, zatem nasz stos wyglada tak:

factorial(1)

{ return 1; }
factorial(2)

{ return 2 * factorial(l); }
factorial(3)

{ return 3 * factorial(2); }
factorial(4)

{ return 4 * factorial(3); }

Nasz stos zaczyna sie zwijaé, poczawszy od szczytu:

factorial(2)

{ return 2 * 1; }
factorial(3)

{ return 3 * factorial(2); }
factorial(4)

{ return 4 * factorial(3); }

Dalej mamy:

factorial(3)

{ return 3 * 2; }
factorial(4)

{ return 4 * factorial(3); }
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W kolejnym kroku:

factorial(4)
{ return 4 * 6; }

co w zasadzie konczy sprawe, bo funkcja zwraca oczekiwang wartos¢ 24.
Tak to mniej wiecej dziata.

Teraz mozemy sprobowaé przerobi¢ jakis znany nam juz przyktad na posta¢ rekurencyjna.
Moze obliczanie ilodci cyfr liczby naturalnej? Byto, w podrozdziale |[los¢ cyfr. Warunkiem za-
konczenia rekurencji bedzie oczywiscie sytuacja, gdy dana liczba jest mniejsza od 10 — wtedy
wynikiem funkcji bedzie 1. W przeciwnym razie postepujemy tak: wywolujemy kolejng instan-
cje funkeji (zwana tez potomkiem) z nasza liczba pozbawiong ostatniej cyfry — i do jej wyniku
dodajemy 1. Obcinanie ostatniej cyfry to po prostu dzielenie catkowite przez 10, zatem funkcja
moze mie¢ taka oto zwiezta postac:

int digits(int n)
{
if(n < 10) return 1;
return 1 + digits(n / 10);
}

Fajne, prawda? Istotnie, zapis rekurencyjny jest czesto bardzo elegancki i efektowny. Ale czy
daje on efektywny kod? Niekoniecznie.

Podczas wywotan rekurencyjnych tworzone sa kolejne instancje funkcji, co zajmuje pamiec
operacyjna. Oczywiscie przytoczone tu przyktady sa bardzo proste i w zadnym przypadku nie
stworzg problemu, ale generalnie rzecz biorgc algorytmy rekurencyjne cechuje duza zfozonosé
PAMIECLOWa.

To jeszcze mozna by przebole¢, gdyby nie kolejny przyktad, a doktadniej przerobka oma-
wianego przez nas algorytmu obliczania liczb Fibonacci’ego (przypominamy podrozdzial Kot
Leonarda). Zastanéwmy sie, co by sie stato, gdybysSmy zastosowali wprost przytoczony wzor —
jako zywo rekurencyjny:

FO = 07
F1 == 1,
Fn = Fp_1+ Fn_g, dla n = 2.

Wtedy otrzymalibysSmy nastepujaca funkcje:

int F(int n)
{

if(n < 2) return n;

return F(n - 1) + F(n - 2);
}


http://users.v-lo.krakow.pl/~nlp/kodowanie/number.pdf
http://users.v-lo.krakow.pl/~nlp/kodowanie/fibonacci.pdf
http://users.v-lo.krakow.pl/~nlp/kodowanie/fibonacci.pdf
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Z pozoru wyglada niegroznie, ale wyobrazmy sobie, co si¢ dzieje, gdy wywotamy przyktadowo
F(5). Na diagramie przedstawiamy uktad wywotan kolejnych instancji funkcji — tym razem od
gory na dot:

F(5)

F(4) F(3)

F(3) F(2) F(2) F(1)

O\

F(2) F(1)

Jasno wida¢, ze na przyktad funkcja F(2) jest wywolywana az trzykrotnie i sa to zupetnie
niezalezne instancje funkcji. Dla wiekszych argumentéw powyzszy diagram rozrasta sie nie-
mozebnie i obliczanie wartosci funkcji trwa bardzo dtugo. Nie jest to wiec efektywna metoda
obliczania liczb Fibonacci’ego.

Pojawia si¢ naturalne pytanie: czy mozna potaczyé¢ elegancje algorytmu rekurencyjnego
z efektywnoscia obliczeniowa? Odpowiedz jest pozytywna, zas rozwiazaniem problemu jest tech-
nika zwana spami@lfywamemﬂ bedaca podstawa programowania dynamicznego, ktére opiszemy
w dalszej czesci tego podrecznika.

Trick polega na tym, aby raz obliczona wartos¢ funkcji zapamieta¢ w podrecznej tablicy,
tak aby mogta by¢ wykorzystana przez inne instancje funkcji. Potrzebna jest zatem pomocnicza
tablica (nazwiemy ja F'tab[]) wypemiona na poczatku jakas neutralna wartoscia: taka, jaka
nigdy nie wystepuje wsrdd liczb Fibonacci’ego — na przyktad —1@ Taka inicjalizacja musi zosta¢
zrealizowana przed jakimkolwiek odwotaniem do funkcji F().

Poprawiona wersja funkcji F() mogtaby na przyktad wygladac¢ tak:

const int FMAX{ 46 };
int Ftab[FMAX]; // konieczna inicjalizacja!

int F(int n)

{
if (Ftab[n] < 0)
{
if(n < 2)
Ftab[n] = n;
else
Ftab[n] = F(n - 1) + F(n - 2);
}

return Ftab[n];

¥

tZwanym tez memoizacjq.

$Tak naprawde istnieja ujemne liczby Fibonacci’ego, ale nie bedziemy sie nimi tutaj zajmowaé. Mozna
o nich przeczyta¢ w znakomitej skadinad ksiazce Matematyka konkretna, ktéra napisal Donald E. Knuth ze
swymi wspélpracownikami.
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Nawias klamrowy otaczajacy wewnetrzng instrukcje warunkowa nie jest konieczny, ale zostat
dodany dla wiekszej przejrzystosci kodu.

Zmienne/stale zadeklarowane poza jakakolwiek funkcja okresla sie mianem globalnych, gdyz
sa dostepne wszedzie w programie, poczawszy od miejsca deklaracji. Rodzi to pewne ryzyko,
ze na przyktad we wnetrzu jakiejs funkcji zmienimy przypadkowo warto$é¢ zmiennej globalnej
(choéby na skutek btedu literowego w nazwie zmiennej), co moze mie¢ fatalne skutki. Dlatego
tez starajmy sie ogranicza¢ ich uzywanie.

Do pelnego dziatania konieczne jest jeszcze uzycie ponizszej instrukcji przed pierwszym
wywotaniem funkcji:

fill(Ftab, Ftab + FMAX, -1);

Funkcja £i11 () wypelnia wskazang strukture danych wybrang przez nas Wartoéci@.m

Oczywiscie sposob obliczania liczb Fibonacci’ego przedstawiony w podrozdziale Kot Le-
onarda mozna uznaé za optymalny w kazdym zastosowaniu. Metoda spamigtywania przydaje
sie jednak wtedy, gdy obliczenie wartosci funkcji zajmuje wiele czasu, a z jakiegos powodu nie
chcemy rezygnowac z rekurencji.

9Jedli do przechowywania danych korzystamy z kontenera w rodzaju vector<>, wtedy jego inicjalizacje
mozemy zawrzeé bezposrednio w deklaracji struktury lub podczas ustalania jej rozmiaru (funkcja resize()) —
o tym bedzie pdzniej.



