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Imie kota

#kombinatoryka
#permutacje
#szybkie_potegowanie

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ problemem kombinatorycznym. Moéwiac w duzym skrocie
i uproszczeniu naszym zadaniem bedzie wyliczenie, na ile sposobéw mozna co$ tam zrobié¢: tym
razem bedzie chodzito o prosty problem: mamy dana garstke klockow Scrabble’d]i ile réznych
imion kocich mozna utozy¢ z tych klockéw — za kazdym razem korzystajac ze wszystkich kloc-
kéw. Uproscimy sobie sprawe: imie kocie to dowolny wyraz utozony z klockéw, niekoniecznie
sensowny. No i tradycyjnie ograniczymy sie do matych liter alfabetu tacinskiego (we wprowa-
dzanych danych). Czy to bedzie trudne? Maturzysci zdajacy matematyke na poziomie rozsze-
rzonym nie majg probleméw z tak prostymi zadaniami, prawda? Ale my napiszemy program,
ktory oblicza te ilos¢ mozliwosci. Zaproponujemy Czytelnikowi do$¢ duza ,,garstke” klockow —
tak maksymalnie do 100. W zwiazku z tym mozemy dostac¢ naprawde pokazng liczbe wariantow,
zatem zadowolimy sie jej resztg z dzielenia przez liczbe M = 10° +7 = 1000000007.@

Kazdy, kto cho¢ troche liznat kombinatoryki, stwierdzi ze ten problem na mile pachnie
permutacjami, czyli ustawianiem skonczonej iloéci elementow w roéznej kolejnosci. A skoro per-
mutacje, to i funkcja silnia sie pojawi. Ale po kolei, jesli wszystkie klocki sg rozne, to wtedy
sprawa jest prosta: dla n klockéw mamy n! =1-2-3-...-(n—1)-n mozliwosci. Dlaczego? Ano,
pierwsza litere wybieramy na n sposobow, druga — na n — 1 (bo jeden klocek juz zabralismy),
trzecia — na n — 2, i tak dalej, az do 1 (ostatni klocek). Wymienione liczby nalezy przemno-
zy¢ przez siebie, bo wybory kolejnych liter sa niezalezne od siebie (zmniejsza sie tylko liczba
mozliwosci wyboru), stad mamy silnie. Zatem na przyklad dla n = 3 mamy 3! = 6 sposobéw
wybrania imienia. Jesli mieliSmy, dajmy na to, klocki a, b oraz c, to imiona moga brzmie¢:

abc, acb, bac, bca, cab lub cbaE]

Jesli klocki sie powtarzaja, wtedy mamy pewien problem. Wezmy dla przyktadu zestaw
klockéw korespondujacy ze stowem abrakadabra, mamy tutaj tgcznie 11 liter: liter a mamy
pie¢, liter b oraz r po dwie, procz tego po jednej literze d oraz k. Mozemy sobie ustawic¢
11 klockéw na wszystkie mozliwe sposoby i bedziemy mieé¢ 11! = 39916800 stéw /imion, ale nie
wszystkie beda rozne. Kto odrézni, czy litery b sg uzyte w kolejnosci by, by, czy tez by, b;? One
sg nierozroznialne! Zatem wynik nalezy podzieli¢ przez 2, bo ich ewentualna zamiana miejscami
nie zmienia wyrazu. Tak trzeba zrobi¢ dla kazdej powtarzajacej sie litery, ale co zrobi¢ dla
litery a, ktora wystepuje az b razy? Jakakolwiek zmiana kolejnosci wystapien tej litery (przy
zachowaniu kolejnosci pozostatych liter) daje w wyniku to samo imie, a tych mozliwosci zamiany
kolejnosci jest wlasnie 5! (permutacje).

*O takich klockach byla wzmianka w podrozdziale Anagramy.
tJest to liczba pierwsza, ktora doéé czesto pojawia sie w tego typu problemach algorytmicznych.
tKto by tak kota nazwal? Choé¢ Kocurro miat kiedy$ kotka, ktéry wabit sie Richard Parker. ..
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Ostatecznie, liczba réznych wyrazow z tego zestawu klockéw to:
11!
5. 212l
Przy dwojkach tez napisalismy znak silni, tak dla porzadku.

= 83160.

Powoli klaruje sie nam algorytm rozwigzania zadania: najpierw wezytujemy zestaw klockow
(jako string z literami podanymi w losowej kolejnosci). Zliczamy, ile jest jakich liter, a potem
sie zobaczy. Zaczniemy od Bacha, pardon, od main()-a:

int main()
{
string name;
cin >> name;
cout << name_count(name) << endl;
return O;

Funkcja name_count () (z ang. ilo$¢ imion, wymawiaj: nejm kaint) zajmie si¢ cala sprawa. Jej
poczatek moze wygladaé tak (trzeba te funkcje umiesci¢ przez funkcja main()):

int name_count(string name)
{
int letters[26] = { };
for(char ¢ : name)
lettersc - ’a’]l++;

W tablicy letters[] (z ang. litery) przechowamy iloci wystapien poszczeglnych liter ] Podobna
konstrukcja byla zastosowana w podrozdziale Anagramy.

No dobra, bazg jest n!, gdzie n to dtugos¢ wprowadzonego ciagu znakdéw. Ale jak to, u licha
zapisa¢?! W pesymistycznym przypadku, czyli n = 100, silnia z tego to bez mata 160 cyfr!
Trzeba znalez¢ chytry sposob zapisu i tu jest dobra wiadomosé, ktorag moglismy wydedukowaé
z podrozdziatu Na drobne kawatki — trzeba zapisa¢ rozktad na czynniki pierwsze owego gigan-
tycznego wyrazenia. Wiemy, ze nie bedzie w nim zadnej liczby wiekszej od 100 (dlaczego? —
gtupie troche pytanie). A ile jest liczb pierwszych ponizej 1007 Przerabiali$émy to juz w pod-
rozdziale o liczbach pierwszych. Tam pozwolilismy sobie na rozmach do pierwiastka z miliarda
(i krok wiecej), a tutaj wystarczy nam raptem 25 poczatkowych liczb pierwszych od 2 do 97.

Liste potrzebnych liczb pierwszych wkleimy sobie z tamtego programu, a ich ilos¢ obliczy-
my przy pomocy operatora sizeof (wiemy, ze to bedzie 25, ale taka konstrukcja jest fajna
i wygodna w wielu przypadkach):

const int P[] = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97};
const int NP = sizeof(P) / sizeof(int);

$Uzycie pustych nawiaséw klamrowych {} zapewni nam wstepne wyzerowanie calej tablicy. Nie zawsze
takie ,reczne” zerowanie zmiennych jest konieczne, ale Kocurro uczyl sie programowac, gdy bylo to naprawde
niezbedne i ten nawyk oszczedza mu wiele nerwéw, stresu i cichaczem rzucanych przeklenstw.
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Mimo to nie bedzie tatwo. Po pierwsze gtowng role w naszej sztuce bedzie pelni¢ magiczna
liczba M, czyli 1000000007, no to ja sobie zadeklarujmy:

const int M = 1000000007;

Gléwna liczbe, bedaca wynikiem naszych zmudnych obliczen, bedziemy ,pamietac¢” jako liste
wyktadnikéw potegowych jej rozktadu na czynniki pierwsze. Potem zajmiemy si¢ ta reszta
z dzielenia przez M.

No i tu pojawia sie problem: baza (n!) to liczba w liczniku, a ewentualne jej dzielniki (zwia-
zane z powtarzaniem sie liter w danych wejsciowych) to dzielniki, czyli czynniki mianownika.
Reprezentacja wyniku w postaci listy wyktadnikéw idealnie nadaje sie do czegos takiego: mno-
zenie, to dodawanie do wyktadnika, a dzielenie, to odejmowanie. Kto to wymyslit? John Napier
(a.k.a. Neper),m na przetomie XVI oraz XVII w., twérca logarytméw. Szacunek, i tyle.

No dobra, krok po kroku. Najpierw zbudujemy ten rozktad n! na czynniki pierwsze, do
tego postuzy nam funkcja split_factorial() (z ang. split = rozltozenie, rozklad, factorial =
silnia). Dodamy jej ekstra argument sign (z ang. znak, wymawiaj: sajn), aby potrafita doktadaé
czynniki zaréwno do licznika, jak i mianownika wyniku.

Na potrzeby programu zadeklarujemy sobie tablice powers[], gdzie bedziemy zapisywaé
rzeczone wyktadniki, zainicjalizowane oczywiscie na 0, ale p6zniej niemitosiernie molestowane
na plus czy na minus, jak tam wypadnie. To bedzie lokalna tablica w funkcji name_count ().
Aby caly silnie obstuzy¢, trzeba sie przespacerowaé¢ po wszelkich jej czynnikach od 2 do n
wtacznie. To juz chyba gdzies tam robiliémy, to znaczy to, co trzeba zrobi¢ z kazdym takim
czynnikiem (podrozdzial Na drobne kawalki).

Dla kazdego czynnika wystepujacego w silni dokonujemy jego rozktadu na czynniki pierw-
sze przy uzyciu tablicy P[]. Jesli dana liczba pierwsza nam pasuje, wtedy dodajemy wartosé
zmiennej sign do odpowiedniego wyktadnika i usuwamy ten dzielnik z czynnika silni. Jesli
sign bedzie réwne 1, wtedy bedzie to odpowiada¢ mnozeniu, a jesli bedzie rowne —1, wowczas
bedziemy mie¢ mnozenie mianownika, czyli dzielenie:

void split_factorial(int n, int powers[], int sign)

{
for(int k = 2; k <= n; k++)
{
int k_copy{ k }, i{ };
while(k_copy > 1)
if (k_copy % P[i] == 0)
{
powers[i] += sign;
k_copy /= P[i];
}
else
it++;
}
}

Yalso known as, réwniez znany pod imieniem, wymawiaj: olsol noln ez, dzwieczne z.
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Wsréd argumentéw funkeji jest tablica — nie podaje sie wtedy jej rozmiaru. Warto zwrdci¢ uwage
na uzycie pomocniczej zmiennej k_copy: oryginalny czynnik z silni (k) musi zostaé zastapiony
przez kopig, bo podczas rozktadu zmieniamy jego wartos¢. Wewnetrzna petla kreci sie, poki
rozktadana zmienna jest wicksza od 1, czyli Zze zawiera jeszcze cho¢ jeden dzielnik pierwszy.

W funkcji name_count () mozemy zatem dopisa¢ kolejny fragment, obliczajacy wyktadniki
potegowe z licznika (sign = 1) i mianownika (sign = —1) — dla powtarzajacych sie liter:

int powers[NP] = { };
split_factorial (name.size(), powers, 1);
for(int q : letters)
if(q > 1)
split_factorial(q, powers, -1);

Zmienna g przebiega tablice licznikéw letters|]. Dla wartosci wiekszych od 1 usuwamy zbedne
powtodrzenia. (Efektywnie ilosé mozliwosci ulega podzieleniu przez ¢!).

Warto zwroci¢ uwage na jeden drobiazg: przy wywotaniu funkcji argumenty przekazywane
sg przez warto$é¢, to znaczy, ze funkcja operuje tylko na ich kopiach. Wyjatkiem jest prze-
kazywanie argumentu przez referencje (bylo opisane w podrozdziale Kto lepszy?). Tutaj ma-
my zmienng tablicowa jako argument, czyli wskaznik do zawartosci tablicy. Tak wiec funkcja
split_factorial() samego wskaznika nie zmieni, ale moze zmieni¢ warto$¢ komorek tablicy
powers|] i o to wlasnie nam chodzi.

Pozostaje nam wyliczy¢ ostateczny wynik, modulo ta kosmiczna liczba M. I tu jest wlasciwy
moment, aby przedstawi¢ Czytelnikowi bardzo sympatyczny i efektywny algorytm obliczajacy
potege dodatniej liczby catkowitej modulo M. To znaczy, o tym modulo, to za chwile, na razie
po prostu potega x™ — o wyktadniku naturalnym, rzecz jasna. Rozwazymy trzy mozliwosci:

1. n=0,
2. n parzyste, wieksze od zera,

3. n nieparzyste.

Jesli wyktadnik jest rowny 0, to potega jest rowna 1, nie ma co kombinowaé¢. Drugi przypadek:
jesli wyktadnik jest parzysty, to mozna wyliczy¢ x do potegi 7 i podnies¢ do kwadratu, dla
wiekszych n na pewno sie optaci. Trzeci przypadek: mozna wyliczy¢ x do potegi {%J, podniesé
do kwadratu i jeszcze pomnozy¢ przez x. Mogtoby to wygladaé tak:

typedef long long 11;

11 quick_power(int x, int n)
{
if(n == 0)
return 1;
11 y = quick_power(x, n/2);
y=y*y;
if(n % 2 > 0)
y=Ey*x



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

return y;

}

Postuzylismy sie typem long long (11), zeby nie kusié licha.

Jednak nam chodzi o obliczanie potegi modulo M (stata globalna), wiec musimy dopisaé to
do naszej funkcji, najlepiej przy kazdym mnozeniu:

11 modular_power (int x, int n)
{
if(n == 0)
return 1;
11 y = modular_power(x, n/2);
y=(y*xy) %M
if(n % 2 > 0)
y=(y*xx) %M
return y;

I tyle. Przy okazji zmieniliSmy jej nazwe na modular_power ().

No to teraz juz zostaje dokonczy¢ funkcje name_count () : trzeba wymnozy¢ wszystkie potegi
liczb pierwszych, oczywiscie modulo M. To jedna prosta petla:

11 result{ 1 };
for(int i = 0; i < NP; i++)

result = (result * modular_power(P[i], powers[i])) % M;
return result;

3

To juz wszystko, lecz dla porzadku przytoczymy jeszcze kompletny program, od poczatku do
konca:

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int P[] = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97};

const int NP = sizeof(P) / sizeof(int);

const int M{ 1000000007 };

typedef long long 11;

11 modular_power (int p, int exponent)

{
if (exponent == 0)
return 1;
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11 x = modular_power(p, exponent / 2);
x = (x*x) %M
if (exponent % 2 > 0)

x = (x *p) %M

return Xx;
}
void split_factorial(int n, int powers[], int sign)
{
for(int k = 2; k <= n; k++)
{
int k_copy{ k }, i{ };
while(k_copy > 1)
if(k_copy % P[i] == 0)
{
powers[i] += sign;
k_copy /= PI[il;
}
else
i++;
}
}

int name_count(string name)
{
int letters[26] = { };
for(char ¢ : name)
letters[c - ’a’]++;
int powers[NP] = { };
split_factorial (name.size(), powers, 1);
for(int q : letters)
if(q > 1)
split_factorial(q, powers, -1);
11 result{ 1 };
for(int i = 0; i < NP; i++)
result = (result * modular_power(P[i], powers[i])) % M;
return result;

int main()
{
string name;
cin >> name;
cout << name_count(name) << endl;
return O;

3

Czytelnikowi pozostawimy sprawdzenie, ze takie obliczanie reszty z dzielenia przez M na kaz-
dym etapie mnozenia daje w koncu poprawny rezultat.



