Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Wielkie mnozenie

#algorytm_rosyjskich_chtopéw
#dzielenie_przez_2
#algorytm_Karacuby
#divide_and_conquer

Przechodzimy teraz do mnozenia wielkich liczb naturalnych: zaczniemy skromnie, od mno-
zenia duzej liczby przez liczbe jednocyfrowa. Nastepnie przedstawimy ,naiwny” algorytm mno-
zenia oparty na zwyktym mnozeniu pisemnym, potem przedstawimy algorytm mnozenia zwany
algorytmem rosyjskich chlopéw[]a na koniec zapoznamy Czytelnika z efektywnym algorytmem
Karacubym Gwoli prawdy trzeba powiedzieé, ze najbardziej efektywny znany (praktyczny) al-
gorytm mnoZeniaEl jest oparty na zastosowaniu Szybkiej Transformaty Fouriera (ang. Fast
Fourier Transform, FFT, wymawiaj: fast furier transform, z akcentem na o). Jednak ten
ostatni przyktad zwiazany jest z do$¢ zaawansowang matematyka, wykraczajaca raczej poza
poziom tego podrecznika.

Mnozenie przez liczbe jednocyfrowa

Zajmijmy si¢ przypadkiem, gdy mnozna jest duza liczba (zmienna typu string), za$ mnoznik
jest liczba jednocyfrowa (zmienna typu char). Jesli zastosujemy zwykty algorytm mnozenia pi-
semnego, wtedy sprawa wyglada prosto: przechodzimy mnozng od prawej do lewej, wykonujemy
mnozenie w kazdej kolumnie i postugujemy sie przeniesieniem (zmienna carry) — podobnie jak
przypadku dodawania liczb, na przyktad:

345678
X 7
2419746

Tym razem jednak musimy pamietaé, ze przeniesienie moze by¢ liczba wieksza od 1 (dlacze-
go?), co zreszta widzimy w powyzszym przyktadzie. Oczywiscie, pamietamy caly czas o réznicy
pomiedzy kodem ASCII znaku, a reprezentowang przezen cyfra.

Zaczniemy jak zwykle od nagtéwka funkcji. Od razu mozemy ,wyifowac” przypadek, gdy
mnoznik jest rowny zeru:

string big_product_1(const string &a, char d)
{

*Zwany tez algorytmem rosyjskich wiesniakow.

tKaracuba to nazwisko rosyjskie, wiec pozwoliliémy sobie je zapisa¢ w swojskiej transkrypcji, choé w literatu-
rze fachowej spotkamy raczej forme Karatsuba i taka tez forme bedziemy stosowaé w implementacji algorytmu.
(Przy zapisie kodu Zrédlowego stosujemy do$é konsekwentnie notacje angielska.)

fAlgorytm Schonhage’a-Strassena.
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if(d == ’0’) return "O";

Uzylismy tu angielskiego stowa product (wymawiaj: prodakt) oznaczajacego iloczyn. Koncdw-
ka 1 wskazuje na jednocyfrowy mnoznik, bo napiszemy jeszcze inng funkcje o podobnej nazwie.

Teraz czas na deklaracje najwazniejszych zmiennych i gtéwng petle po cyfrach mnoznej. Za-
deklarowaliSmy pomocnicza zmienng d_int, gdzie przechowamy liczbowa warto$¢ mnoznika d.
W zmiennej product bedziemy zbiera¢ kolejne cyfry iloczynu, a przeniesienie carry na poczatku
jest réwne zero:

int d_int =d - ’0’, carry = 0;
string product;
for(int i = a.size() - 1; i >= 0; i--)

{

Zmienna result bedzie przechowywaé¢ wynik mnozenia w danej kolumnie — do zmiennej product
dopiszemy wynik modulo 10, przeniesienie bedzie réwne podtodze z wyniku dzielonego przez 10:

int result = (al[i] - ’0’) * d_int + carry;
product = char(result % 10 + ’0’) + product;
carry = result / 10;

3

Kiedy petla si¢ skoniczy, trzeba jeszcze uwzgledni¢ mozliwe przeniesienie i zwroci¢ wartosé ciaggu
product:

if (carry > 0)
product = char(carry + ’0’) + product;
return product;

}
Dla porzadku przytoczymy caly tekst funkcji big_product_1Q):

string big_product_1(const string &a, char d)
{
if(d == ’0’) return "O";
int d_int = d - ’0’, carry = 0;
string product;
for(int i = a.size() - 1; 1 >= 0; i--)
{
int result = (al[i] - ’0’) * d_int + carry;
product = char(result % 10 + ’0’) + product;
carry = result / 10;
}
if (carry > 0)
product = char(carry + ’0’) + product;
return product;
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Mnozenie pisemne

Jesli mnoznik posiada wiecej niz jedna cyfre, wtedy mnozenie — prowadzone wedtug klasycznych
regut ze szkolty powszechnej — rozciaga sie na tyle wierszy, ile cyfr ma mnoznik, na przyktad:

2345

x 678
18760
164150

-+ 1407000
1589910

Wymniki kolejnych mnozen dodaje si¢, a na czerwono zaznaczyliSmy zera, ktorych zwykle sie
nie pisze, zastepujac je przesunieciem iloczynu w danym wierszu w lewo. Jednak w naszej
funkcji mnozacej trzeba bedzie dodac¢ na koncu takie zera, gdyz po prostu tak bedzie najtatwiej
zrealizowa¢ dodawanie czastkowych iloczynéw — mamy do tego gotowa funkcje big_sum().

Zaczynamy od nagléwka funkcji i ,wyifowania” przypadku, gdy ktérys$ z czynnikéw jest
zerem:

string big_product(const string &a, const string &b)
{
1f(a = IIOII || b == "O")
return "O";

Teraz deklarujemy zmienng result, do ktérej dodawaé bedziemy iloczyny z kolejnych wierszy
(konieczna jest jej inicjalizacja na stringowe zero) oraz pusty na razie ciag zer (tych czerwonych)
— suffix (z angielska: sufiks, przymstekﬁ wymawiaj: safiks). No i zaczynamy petle po cyfrach
mnoznika b, oczywiscie ,od tylca”:

string result = "0", suffix;
for(int i = b.size() - 1; i >= 0; i—)
{

Do obliczenia iloczynu w danym wierszu wykorzystamy gotowa funkcje big_product_1(). Po-
mnozymy mnozna a przez jednocyfrowg liczbe b[i] i wynik dodamy do dotychczasowej wartosci
zmiennej result, a te sume podstawimy znoéw za zmienng result:

result = big_sum(result, big_product_1(a + suffix, b[i]));
suffix += ’0’;

}

Zwroémy uwage, ze zmienna result wystapi tutaj w podwdjnej roli: argumentu funkcji oraz
lewej strony instrukcji podstawienia. W deklaracji funkcji big_sum() argumenty funkcji po-
przedzone sa stowem kluczowym const, ale podczas dziatania funkcji big_sum() nie zmieniamy

§Czyli po naszemu: koncéwka ciagu znakéw. Jezykoznawcy troszke inaczej rozumiejg przyrostek — jako frag-
ment wyrazu wystepujacy po rdzeniu, a nie bedacy koncowka fleksyjna. Ale nie bedziemy sie chyba z nimi
ktocié. . .
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wartosci zadnego jej argumentu (w tym zmiennej result), a podstawienie nastepuje dopiero po
zakonczeniu dziatania tej funkcji.

No tak, poza tym dodalismy jedno ,czerwone” zero do zmiennej suffix.

Na koniec funkcja zwraca wartosé¢ zmiennej result:

return result;

}
A oto i cala posta¢ funkeji big_product ():

string big_product(const string &a, const string &b)

{
if(a == "0" || b == "0")
return "O";
string result = "0", suffix;
for(int i = b.size() - 1; 1 >= 0; i--)
{
result = big_sum(result, big_product_1(a + suffix, bl[i]));
suffix += ’0’;
}
return result;
}

Algorytm rosyjskich chlopéw

Geneza dos¢ niecodziennej nazwy tego algorytmu siega XIX wieku: byl on popularng meto-
da mnozenia liczb naturalnych polegajaca na sprowadzeniu tego dziatania tylko do dzielenia
i mnozenia przez 2 (co jest duzo tatwiejsze od mnozenia wielocyfrowych liczb) oraz dodawania.
Co ciekawe, ulepszone wersje tego algorytmu stosuje sie w elektronicznych uktadach arytme-
tycznych, takze we wspotczesnych komputerach.

Zatézmy, ze chcemy ta metoda pomnozy¢ liczbe 123 przez liczbe 19. Piszemy obydwie liczby
obok siebie i jedna z nich bedziemy mnozy¢ przez 2, a druga dzieli¢ przez 2 (z podloga).
Zobaczmy, jak to wyglada:

123 1 19

+ 246
492
984

+ 1968
= 2337

— N O

Liczba po prawej stronie nam sie skoniczyta, co oznacza koniec kolumny (stupka). Na czerwo-
no zaznaczyliSmy w niej liczby nieparzyste, a w kolumnie po lewej pokolorowaliSmy na niebiesko
odpowiadajace im wartosci. Jedli teraz zsumujemy niebieskie liczby, dostaniemy prawidtowy
wynik, czyli 2337. Dlaczego to dziata? Trzeba sobie przypomnie¢, jak zamieniato sie liczbe
dziesietng na posta¢ dwojkowa. Ano, dokladnie tak, dzielac ja przez dwa. Jesli dzielna byta
nieparzysta (czyli dzielenie dawato reszte rowna 1), wtedy w dwojkowej postaci liczby mielismy

4
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cyfre 1, w przeciwnym razie: 0. Istotnie 19,9 = 100115. Zatem w tej metodzie zamienilismy
mnoznik 19 na sume odpowiednich poteg liczby 2: 1 + 2 + 2%, co dalo oczywiscie ten sam
wynik.

OK, z dodawaniem i z mnozeniem przez 2 poradzimy sobie, bo mamy gotowe funkcje
big_sum() oraz big_product_1, ale co z dzieleniem? Jesli dzielnik bedzie ustalony i rowny 2,
to nie wyglada to tak strasznie: musimy tylko zaimplementowaé klasyczny algorytm dzielenia
pisemnego.

Zalézmy, ze chcemy obliczy¢ iloraz 4320 : 2 (a dokladniej podloge z niego). Zapisujemy
obydwie liczby, dzielng i dzielnik, i rysujemy na goérze kreske. Dzielenie wykonujemy od lewej
do prawej, zapisujac kolejne cyfry ilorazu nad kreska (u nas na zielono):

2160
4320 : 2
—4

03
—2

12
—12

00

Na niebiesko oznaczyliémy kolejne cyfry dzielnej przepisywane z géry do odpowiedniego wiersza:
4, 3, 2, 0. Stanowia one cyfre jednosci liczby dzielonej w danym wierszu. Zauwazmy, ze pierwsza
cyfra dzielnej (4) pelni te sama role. Na czerwono oznaczone sa reszty z dzielenia w kolejnych
wierszach — przechodza one nizej w roli cyfr dziesiatek nastepnej dzielonej liczby. Na przyktad
cyfra 1 staje si¢ cyfra dziesiatek w liczbie 12.|T]

A czy bylby problem, gdyby dzielna byta nieparzysta? Nie, gdyz w kazdym wierszu oblicza-
my podtoge z ilorazu i jesli na koncu zostanie nam ,,co$” mniejszego od dzielnika, po prostu to
ignorujemy.

Teraz musimy zreprodukowaé ten schemat dzielenia (ang. division, wymawiaj: dywizn,
akcent na i) w jezyku C++. Zaczniemy pisa¢ funkcje big_div_2():

string big_div_2(const string &a)
{

if(a == "0" || a == "1") return "0O";

Tradycyjnie obstugujemy przypadek trywialnej wartoéci argumentu na poczatku funkcji. Liczbe
dzielona w danym wierszu oznaczymy sobie dividend (z ang. dzielna, wymawiaj: dywajdend).
Rozpoczynamy gtéwna petle w funkeji:

string result;
int dividend = O;
for(int i = 0; i < a.size(); i++)

{

T0czywidcie taki uproszczony opis jest mozliwy, gdy dzielnik jest jednocyfrowy.



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Do zmiennej dividend dodajemy wartosé¢ kolejnej cyfry dzielnej. Podloga z dzielenia tej liczby
przez 2 to kolejna cyfra wyniku (budowanego w zmiennej result). Ale uwaga: tym razem cyfry
wyniku doktadamy od lewej do prawej, stad inna kolejnosé taczenia znakéw. Reszta z dzielenia
zmiennej dividend, pomnozona przez 10, przechodzi dalej:

dividend += ali] - ’0°’;
result += char(divident / 2 + ’0’);
divident = (divident % 2) * 10;

}

I to w zasadzie wszystko, pozostaje zwroci¢ wartos¢ zmiennej result jako wartos¢ funkcji.
Really? Uwazny Czytelnik na pewno zauwazy, ze jesli pierwsza cyfra przynajmniej dwucyfro-
wej dzielnej jest 1, wtedy nasza funkcja zwrdci wynik zaczynajacy sie od cyfry 0 (dlaczego?).
Na pewno tego nie chcemy, zatem poshuzymy sie tym razem funkcjg erase() do usuniecia
niechcianego wiodgcego zera:

if (result[0] == °0’)
result.erase(0, 1);
return result;

}

Funkcja (procedura) erase () ma dwa argumenty: numer znaku, od ktérego zaczynamy usuwa-
nie oraz ilo$¢ usuwanych znakéw.

Prosze zwroci¢ uwage, ze ,wyifowanie” przypadku dzielnej mniejszej od dzielnika gwarantuje
nam poprawne dzialanie naszej funkeji (dlaczego?).

Oto 1 nasze dzielo w calodci:

string big_div_2(const string &a)
{
if(a == "O" || a == "1") return "O";
string result;
int dividend = 0;
for(int i = 0; i < a.size(); i++)
{
dividend += ali] - ’07;
result += char(dividend / 2 + ’0°);
dividend = (dividend % 2) * 10;
}
if (result[0] == ’0°)
result.erase(0, 1);
return result;

Jeszcze taki drobiazg: uzycie funkcji erase() wymaga dodania #include <string> na
poczatku programu.

Majac takie narzedzia bez trudu zmontujemy teraz funkcje big_russian() (wymawiaj: byg
raszn) realizujaca algorytm rosyjskich drobnych producentéw rolnych.

6
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Zaczynamy od nagltéwka funkcji i ,wyifowania” przypadku zerowej mnoznej. W zmiennej
result bedziemy zbiera¢ sume wybranych liczb niebieskich (tych z lewej kolumny tabelki zapre-
zentowanej na poczatku tej sekcji):

string big_russian(string a, string b)
{

if(a == "0") return "O";

string result = "0";

Tym razem przed argumentami funkcji nie wystepuje ani stowo const, ani symbol referencji &,
poniewaz i tak musimy skopiowaé stringi a i b do funkcji, a tam bedziemy je modyfikowac.

Gléwna petla przypomina te z przyktadu o zamianie na uktad dwojkowy. Liczby niebieskie
dodajemy do zmiennej result. A po czym rozpoznajemy, ze liczba czerwona jest nieparzysta?
Wystarczy sprawdzié jej ostatnia cyfre — ona decyduje o parzystosci (pominelismy odejmowanie
znaku ’0’, bo jego kod ASCII jest parzysty):

while(b > "0O")
{
if(b[b.size() - 11 % 2 > 0)
result = big_sum(result, a);
a = big_product_1(a, ’2’);
b = big_div_2(b);
}

Pozostaje tylko zwréci¢ warto$é zmiennej result jako wartosé funkeji.

Oto i caty kod funkgcji:

string big_russian(string a, string b)
{

if(a == "0") return "O";

string result = "0";

while(b > "0O")

{

if(b[b.size() - 11 % 2 > 0)
result = big_sum(result, a);

big_product_1(a, ’2’);
big_div_2(b);

a
b
}

return result;

Niech Czytelnik si¢ zastanowi, dlaczego powyzszy kod dziata, cho¢ narzucatoby sie, aby w wa-
runku kontynuacji petli while uzy¢ operatora != zamiast znaku wigkszosci >.
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Algorytm Karacuby

Czas na najbardziej zaawansowany algorytm mnozenia, ktory zamierzamy tutaj przedstawié —
algorytm Karacuby. Zatézmy, ze mamy do pomnozenia dwie dtugie liczby a oraz b, z ktorych
dhuzsza ma L cyfr. (Oczywiscie, moga by¢ one tej samej dtugosci.) Niech n bedzie dowolna
dodatnig liczba catkowita mniejsza od L. Wtedy czynniki mnozenia mozemy przedstawi¢ w na-
stepujacy sposob:

a=ap-10" + ag,

b:bll()"—i—bo
gdzie liczby aq, ag, b1, by sa liczbami naturalnymi oraz ag i by sa mniejsze od 10". Na przyktad
jesli a = 1234, b = 567 oraz n = 2, wtedy mamy:

a=12-10% + 34,

b=5-10%>+67.

czyli:
a; = 12, ag = 34, b1 = 5, bo = 67.

Jesli wykonamy mnozenie tak przedstawionych liczb a i b, otrzymamy nastepujace wyraze-
nie:
a-b=(a;-10" +ag) - (by - 10" + by),

czyli:
a-b=ky- 10" 4 ky - 10" + ko,
gdzie
ko = ay - by,

]ﬁ:al'bo—f—ao'bl,
k0:a0~b0.

Powyzsze wzory wymagaja czterech mnozen (wida¢ to?). Mozna jednak sprytnie je przeksztatcié
tak, aby wystarczyly tylko trzy mnozenia — zrobit to wlasnie Anatolij Karacuba w 1960 roku.
Zauwazmy bowiem, ze:

k1= (a1 +ag) - (by +bo) — a1 - by — ag - by = (a1 + ag) - (by + bo) — k2 — ko.

Zatem jezeli najpierw wyliczymy ks oraz kg, to do obliczenia ki bedziemy potrzebowaé tylko
jednego mnozenia. OK, bedzie wiecej dodawan i odejmowan, ale te ostatnie dziatania sg znacz-
nie szybsze od mnozenia. Istotnie, dodawanie (lub odejmowanie) dwéch liczb o n cyfrach to
okoto n operacji, za$ mnozenie (pisemne) dwoch takich liczb to okoto n? operacji. Przy duzych
wartosciach n zysk jest znaczacy. Poza tym zamieniliSmy mnozenie liczb o L cyfrach na operacje
na liczbach krétszych — zwykle wybiera sie n ~ L/2, co daje najwieksze oszczednosci czasowe.

Przesledzmy doktadnie, jak to dziala na naszych przyktadowych liczbach a = 1234, b = 567
oraz n = 2. Obliczamy kolejno:

kgzal'b1:12'5:607

k0:a0b0:3467:2278
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Teraz mamy (ostatnie dwa sktadniki zebrali$émy razem w nawiasie):
/{31 = (CLl + CL()) . (bl + bo) — (/{32 + ]{30) = (12 + 34) . (5 + 67) - (60 + 2278) =

=46 -72 — 2338 = 974.

Ostatecznie ta metoda otrzymujemy:
a-b=rky 102"+ ki - 10" + ko = 60 - 10* + 974 - 10% + 2278 =

= 600000 + 97400 + 2278 = 699678.

Latwo sprawdzi¢ tradycyjnym sposobem na kalkulatorze, ze 1234 pomnozone przez 567 daje
wtasnie taki wynik.

No fajnie, zamiast poczatkowego mnozenia liczb o dtugosci L mamy dziatania na dwukrotnie
krotszych liczbach, ktére jednak tez moga by¢ pokaznych rozmiaréw. I co z tym poczaé¢? Nic
prostszego, jak zastosowaé rekurencyjnie ten sam algorytm do krotszych liczb, az dojdziemy do
sytuacji, kiedy jeden z czynnikéow bedzie jednocyfrowy, z czym sobie juz umiemy radzic.

Zaczniemy zatem pisaé¢ funkcje big_karatsuba() od ,wyifowania” prostych przypadkéwﬂ

string big_karatsuba(const string &a, const string &b)
{
if(a.size() == 1)
return big_multiply_1(b, a[0]);
if(b.size() == 1)
return big _multiply_1(a, b[0]);

Teraz wybieramy wartos¢ zmiennej n, ktéra decyduje o podziale oryginalnych czynnikow a i b
na krotsze liczby. Bierzemy potowe liczby cyfr dtuzszego czynnika (doktadniej: podloge z tej
liczby):

int n = max(a.size(), b.size()) / 2;

Czynniki a i b dzielimy tak, aby drugie ich czesci (ag oraz by) miaty dtugosé réwna n:

string a_1 = a.substr(0, a.size() - n),

a_0 = a.substr(a.size() - n),
b_1 = b.substr(0, b.size() - n),
b_0 = b.substr(b.size() - n);

Przypominamy, ze jesli funkcja substr () jest wywolywana tylko z jednym argumentem, wtedy
zwraca ona podciag poczawszy od znaku o wskazanym numerze az do konca ciggu.

Teraz mozemy juz obliczy¢ ko, ko, a pézniej ki (to ostatnie obliczamy na dwa tempa, aby
nie straszy¢ Czytelnika zbyt rozbudowanymi formutami):

IPisownie nazwiska wyjasniliémy na poczatku tego podrozdziatu.
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string kO = big_karatsuba(a_0, b_0),
k2 = big_karatsuba(a_1, b_1),
k1l = big_karatsuba(big_sum(a_0, a_1), big_sum(b_0, b_1));
k1l = big_difference(kl, big_sum(k2, k0));

Pozostal jeszcze maly detal: jak pomnozy¢ liczbe przez potege liczby 107 Nic prostszego,
trzeba doklei¢ na koncu liczby odpowiednia ilosé zer (przerabialiémy to). Przyda sie tutaj wy-
godna konstrukcja string(m, ’0’), ktorej rezultatem jest m-elementowy ciag znakéw ztozony
z samych zer. Pozostaje zatem zwroci¢ wartosé finalnego wyrazenia:

return big_sum(k2 + string(2*n, ’0’), big_sum(kl + string(n, ’0’), k0));
+

Jak zwykle dla porzadku przytoczymy cata tre$¢ funkcji big_karatsuba():

string big_karatsuba(const string &a, const string &b)

{
if(a.size() == 1)
return big_multiply_1(b, al[0]);
if(b.size() == 1)
return big_multiply_1(a, b[0]);
int n = max(a.size(), b.size()) / 2;
string a_1 = a.substr(0, a.size() - n),
a_0 = a.substr(a.size() - n),
b_1 = b.substr(0, b.size() - n),
b_0 = b.substr(b.size() - n);
string kO = big_karatsuba(a_0, b_0),
k2 = big_karatsuba(a_1, b_1),
k1l = big_karatsuba(big_sum(a_0, a_1), big_sum(b_0, b_1));
k1l = big_difference(kl, big_sum(k2, k0));
return big_sum(k2 + string(2*n, ’0’), big_sum(kl + string(n, ’0’), k0));
}

Algorytm Karacuby nalezy do algorytméw opartych na zasadzie divide and conquer
(dziel i zwyciezaj, wymawiaj: divajd end konker, z akcentami na a oraz na o). To bardzo waz-
na klasa algorytmow, naleza do niej na przyktad algorytm sortowania szybkiego, sortowania
przez scalanie czy poszukiwania pary najblizszych punktéw na ptaszczyznie. Mowiac w duzym
uproszczeniu, zasada ta polega na podziale oryginalnego problemu (zbioru danych) na pod-
problemy (zwykle na dwa), rozwiazania podprobleméw oddzielnie, a nastepnie na potaczeniu
sktadowych wynikéw w jedng catos¢. Takie algorytmy z natury sa rekurencyjne. Wrocimy do
tego tematu, mysle ze nie raz i nie dwa razy.

Uff, dobrneliémy do konca najdtuzszego (jak dotad) podrozdziatu podrecznika. . .
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