Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Kopiec binarny

#wrasnosS¢_kopca #heapsort
#vector.back()  #vector.pop_back()

Czas na specyficzna strukture danych (kontener), ktéra zapewnia nastepujaca funkcjonal-
nosé:

e odczytanie wartosci najwiekszego elementu (w czasie stalym, czyli w czasie blysku ciu-
pagi),

e usuniecie tegoz najwiekszego elementu (w czasie logarytmicznym),

e dodanie nowego elementu (réwniez w czasie logarytmicznym).

Narzuca sie¢ pomyst, aby zrealizowaé¢ taka strukture przy pomocy posortowanej tablicy lub
wektora. OK, o ile poczatkowe dwa punkty daloby sie zrealizowaé¢, to z trzecim bedziemy
mie¢ zgryz. Jak tu wstawi¢ nowy element w Srodek posortowanego wektora? Trzeba by znalezé¢
odpowiednie miejsce: to da sie zrobi¢ przy pomocy binsearch-a w czasie logarytmicznym, ale
jesli cos chcemy wstawi¢ do srodka liniowej struktury, to trzeba by przesuna¢ caty kawat danych
w prawo (lub w lewo — w zaleznosci od sposobu posortowania), zeby zrobi¢ miejsce dla nowego
elementu.

Jesli z kolei postuzylibysmy sie struktura typu lista czy deque, wtedy co prawda wstawianie
i usuwanie odbywaloby sie w czasie stalym (miodzio!), natomiast wyszukiwanie wtasciwego
miejsca do wstawienia zajmowaloby czas liniowy (kicha!).

Trzeba zatem wymys$li¢ co$ innego i na pewno nie bedzie to prosta struktura liniowa. Za-
proponujemy co$ w rodzaju drzewa o narzuconych szczegélnych wtasciwosciach.

Drzewo binarne

Generalnie drzewem binarnym (ang. binary tree, wymawiaj: bajnary tri, z akcentem na litere
a i dtugim ) nazywamy takie drzewo, w ktérym z kazdego wierzchotka wyrastaja (umownie:
w dot) co najwyzej dwie krawedzie. Korzen tego drzewa (ang. root, wymawiaj: rut, z dlugim u).
znajduje sie na samej goérze, ponadto drzewo nie zawiera cykli krawgdzi jest spdjne

Oczywiscie trudno nazwa¢ powyzsza definicje w petni Scisty, ale liczymy tutaj na intuicje
Czytelnika. Drzewom poswiecimy zreszta wiele uwagi w innych Miaukotach.

*Czyli nie da si¢ biega¢ w kotko po krawedziach.
TZnaczy sie jest w jednym kawatku.
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Oto przyktadowe drzewo binarne:

To szczegdlne drzewo ma jeszcze kilka ciekawych cech, ale o tym za chwile. Na razie za-
uwazamy korzen drzewa — z wartoscig 23 — oraz jego liScie z wartosciami 7, 11, 4, 2, 8 oraz

10.

Przyjrzyjmy sie uwaznie poziomom, na ktérych znajduja sie wierzchotki (wezlty) drzewa:

Idac poziomami od géry obserwujemy, ze kazdy z poziomoéw jest maksymalnie obsadzony
(pelny) — z wyjatkiem najnizszego, na ktérym wierzcholki sa ,dosuniete” do lewej strony.

Jest jeszcze co$: skupmy sie na relacji pomiedzy trzema sasiednimi weztami (okre$lanymi
mianem parent, left, right — rodzic, lewy, prawy):

parent

left right

Wezty lewy oraz prawy bedziemy okredla¢ wspolnym mianem syndw lub potomkéw.
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Zanotujmy, ze dla kazdej takiej tréjki zachodzi relacja zwana wlasnoscig kopca (ang. heap
property, wymawiaj: hip property, z dtugim i oraz akcentem na o) ﬂ

b<a oraz c < a,

czyli
left < parent oraz right < parent.

I tak oto po raz pierwszy pojawito sie pojecie kopca binarnego (ang. binary heap).lﬂ Istotnie,
takim wtasnie mianem okresla si¢ drzewo binarne spetniajace opisane wyzej warunki, a na
rysunku widzimy jego przyktad. Teraz musimy tylko wymysli¢ sposéb implementacji samej
struktury danych oraz efektywnych funkcji realizujacych zadania wymienione na poczatku tego
podrozdziatu.

Kopiec binarny jako tablica/wektor

Widzac drzewiasta strukture kopca, mozna by powzia¢ podejrzenie, ze jego implementacja
opierac sie bedzie na wskaznikach: z parent-a wioda wskazniki do left-a i right-a lub odwrotnie
(lub tez naraz). Oczywiscie, jest to mozliwe, ale w przypadku kopca binarnego dwie jego cechy
pozwalaja na znaczace uproszczenie implementacji:

e jest to drzewo binarne, czyli z kazdego wezta wioda krawedzie do co najwyzej dwoch
potomkéw (czyli w dot),

e kazdy poziom weztéw jest dopetniony — tylko najnizszy poziom moze by¢ niepetny, a i wte-
dy wszystkie wezty na nim musza by¢ zgromadzone z jego lewej strony.

Takie ograniczenia pozwalaja na efektywna (w sensie zajetosci pamieci) reprezentacje zawar-
tosci kopca przy uzyciu struktury liniowej: tablicy lub wektora. Zapisujemy w niej od lewej
kolejne poziomy weztéw, idac od gory poziomami weztéw. Prezentowany wyzej kopiec zapisze-
my w nastepujacy sposob:

23/17/12 |13, 6 | 9 (10| 7 (11| 4 | 2 | 8
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Musimy zapewni¢ odpowiednia komunikacje miedzy komorkami tablicy, tak aby odpowiada-
ta doktadnie zalezno$ciom pomiedzy weztami kopca. Zaczniemy od napisania funkcji parent (),
ktora dla danej komorki oblicza polozenie jej rodzica. Zobaczmy, komoérki 1, 2 maja rodzica 0,
komorki 3, 4 — rodzica 1, komoérki 5, 6 — rodzica 2, i tak dalej. Na oko wida¢, ze spetniona jest
relacja:

parent(i) = V ; 1J :

W naszym przykladzie wszystkie elementy struktury maja rézne wartoéci (dla prostoty). W ogdlniejszym
przypadku trzeba uzy¢ nieostrych nieréwnosci.

$Istniejg inne rodzaje kopcéw, jak choéby kopiec dwumianowy czy kopiec Fibonacci’ego. Kopiec binarny jest
najprostszym przykladem takiej struktury. Przy okazji warto wspomnieé, ze relacja pomiedzy b oraz ¢ (czyli
pomiedzy left oraz right nie jest okre$lona — nie wiadomo, co jest wigksze.
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Dzielenie liczb catkowitych w jezyku C++ przebiega wedtug takich wtasnie regut, zatem mamy:

int parent(int i)

{
return (i - 1) / 2;
+

Teraz funkcja left (): dla argumentu 0 powinni$my otrzymac¢ warto$¢ 1, dla 1 — wartosé 3, dla
2 — wartos¢ 5, i tak dalej. Jako zywo krystalizuje sie wzor:

lefi(i) = 2i + 1,

czyli konkretnie:

int left(int i)
{

return 2 *x i + 1;

}
Funkcje right () tatwo napisaé:

int right(int i)
{
return 2 *x i + 2;

}
lub nawet tak:

int right(int i)
{
return left(i) + 1;

by

Obecnie mozemy juz przystapi¢ do implementacji wtasciwych funkeji odpowiedzialnych za
dziatanie kopca.

Funkcja heapify()

Nasz przyktadowy kopiec jest zbudowany doktadnie wedtug opisanych przez nas zasad. Zatézmy
jednak, ze w wyniku pewnego godnego pozatowania zaj$cia, na jego szczycie znalazt sie jakis
element, ktory pasuje tam jak facet z kebabem do synagogi, na przyktad:
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Procedura heapify()F_rl (wymawiaj: hipifaj, z akcentem na a) ma za zadanie przywrocié
wtlasnos¢ kopca w catej strukturze, poczawszy od wskazanego trefnego elementu. W naszym
przypadku jest to ta nieszczesna pigtka na szczycie kopca.

Patrzymy na ten wskazany element oraz na jego potomkdéw i robimy miedzy nimi zawody:
ktory najwiekszy? W szranki staja elementy o wartosciach 5, 17 i 12. Oczywiscie wygrywa 17
i zamieniamy ten element z ta niewydarzona piatka:

Pigtka zeszla nizej, w lewa strone, natomiast prawe poddrzewo (z korzeniem 12) nie uleglto
w ogdle zmianie — i tak juz pozostanie. Wszelkie zmiany beda rozgrywaé sie ponizej elementu
o wartosci 5.

Teraz powtarzamy zawody w miejscu, gdzie obecnie znajduje sie kebab, pardon, piatka.
Z elementow 5, 13 1 6 wybieramy najwickszy (13) i zamieniamy miejscami z piatka (poddrzewa
o korzeniu w 6 nie tykamy):

YKonia z rzedem temu, kto wymysli sensowne polskie ttumaczenie tej nazwy — czasownik od stowa kopiec.
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Dalej jeszcze jest cos nie tak i powtarzamy zawody, az wreszcie pigtka laduje w bezpiecznym
miejscu:

[lo$¢ operacji (zamian miejsc sasiadujacych wierzchotkéw) jest pesymistycznie rzedu ilosci
poziomdéw kopca. Pesymistycznie, bo przeciez moze sie zdarzy¢ ze wedrowka kebabu (niech juz
tak zostanie) w do6t skoriczy sie wezeéniej, niz na najnizszym poziomiem A to znaczy, ze funkcja
heapify () ma ztozonosé¢ logarytmiczna.

Czas na implementacje tej funkcji: jej argumentem jest wektor reprezentujacy kopiec (heap),
jego rozmiar (heap_size) oraz numer wezta (i), od ktoérego zaczynamy porzadki. Od razu obli-
czamy indeks lewego i prawego potomka:

void heapify(vector<int> &heap, int heap_size, int i)

{
int i_left = left(i), i_right = right(i);

Rozmiar wektora podajemy jako oddzielng zmienng — przyda si¢ nam to przy algorytmie sor-
towania Heapsort.

INo i moglaby sie zaczaé nizej, niz na samym szczycie kopca.
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No i zaczynaja si¢ zawody: zmiennej i_max przypisujemy poczatkowo wartosc ¢ i zajmujemy
sie lewym potomkiem:

int i_max = i;
if (heap[i_left] > heap[i_max])
i_max = i_left;

czyli teraz i_max wskazuje na wigkszy z dwoch elementéw: tego o indeksie 7 i tego o indeksie
ileft (czyli left(i)).

Czyzby? Widzicie haczyk w powyzszym kodzie? Otéz i_le ft wcale nie musi by¢ poprawnym
indeksem elementu kopca. Elementy drzewa, ktére sa lisémi, nie majg potomkdéw, wiec funkcja
left () daje dla nich wynik wykraczajacy poza prawy koniec danych. Zatem w instrukcji wa-
runkowej trzeba najpierw sprawdzi¢, czy i_left jest akceptowalne, a dopiero pdzniej ewentualnie
porownywaé wartosci elementow:

int i_max = i;
if(i_left < heap_size && heap[i_left] > heap[i_max])
i_max = i_left;

N

Kolejnos¢é poréwnan jest istotna: jesli pierwszy warunek nie jest spetniony, wtedy drugi nie jest
juz w ogdle sprawdzany (koniunkcjal), czyli nie wykroczymy poza rozmiar struktury.

Podobne poréwnanie (a wtasciwie pare poréwnan) wykonujemy dla prawego potomka:

int i_max = 1i;
if (i_right < heap_size && heap[i_right] > heap[i_max])
i_max = i_right;

No to teraz juz na bank i_max jest indeksem zwyciezcy tych zawoddéw. Pozostaje sprawdzic, czy
i #i-max 1 jesli tak, wtedy zamieniamy miejscami heapli] oraz heapli_mazx], a nastepnie. .. No
wlasnie, co nastepnie? Puszczamy funkcje heapify () dalej w dot (rekurencyjnie), aby znalazta
miejsce dla elementu z pozycji 1_max:

if(i !'= i_max)

{
swap (heap[i], heap[i_max]);
heapify(i_max);

}

No i tyle.

Dla porzadku przedstawiamy peina posta¢ funkcji heapify():

void heapify(vector<int> &heap, int heap_size, int i)

{
int i_left = left(i), i_right = right(i);
int i_max = i;
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if(i_left < heap_size && heap[i_left] > heapl[i_max])
i_max = i_left;

int i_max = 1i;

if(i_right < heap_size && heap[i_right] > heap[i_max])
i_max = i_right;

if(i !'= i_max)

{
swap (heap[i], heap[i_max]);
heapify(heap, i_max);

}

}

Funkcja ta bedzie nam niezbedna do realizacji operacji usuwania najwiekszego elementu kopca.

Najwiekszy element kopca

Samo okreslenie wartosci najwiekszego elementu kopca (bezinwazyjne) to po prostu odczytanie
elementu na szczycie stosu — jest to element wektora o indeksie 0. Zajmie si¢ tym funkcja
heap_top():

int heap_top(vector<int> &heap, int heap_size)
{
return heap[0];

3

W tej funkceji ten drugi argument nie jest potrzebny, ale podajemy go, aby odwotania do wektora
heap wszedzie wygladaly tak samo.

Dla kopca, ktory rozwazalisémy ostatnio:

funkcja heap_top() zwrdci wartosé¢ 17.

Z kolei usuniecie tego elementu wektora (funkcja heap_pop()) wiaze sie z koniecznoscia
zapewnienia (czy raczej: przywrocenia) wlasnosci kopca. Skoro element ze szczytu kopca musi
zniknad™] to czym$ musimy utkaé pozostata po nim pustke. Jedyny element, ktéry mozemy

**Jak starsza pani. . .
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bezpiecznie ruszy¢, to ostatni element kopca: na najnizszym poziomie, po prawej stronie —
dostep do tego elementu jest na przyktad przy pomocy funkcji back(). Ten wtasnie element
nalezy stamtad zabrac i wstawi¢ go na wolne miejsce szczycie wektora:

Poniewaz na pewno ten element pasowaé tam nie bedzie (kebab!), wiec nalezy urucho-
mié¢ procedure heapify (), aby zrobila porzadek (zauwazmy symbol referencji przy argumencie
heap_size):

void heap_pop(vector<int> &heap, int &heap_size)

{
heap[0] = heap.back();
heap.pop_back();
heap_size--;
heapify(heap, 0);

}

Funkcja pop_back () usuwa ostatni element wektora (dzieje sie to w czasie statym).

Otrzymujemy strukture z przywrdcong wtasnoscia kopca:
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Dodawanie elementu do kopca

Dodajac nowy element do kopca musimy w pierwszej kolejnosci zastanowi¢ sie, gdzie umiesci¢
wezel z nowg wartoscig, a dopiero pdézniej bierzemy si¢ za ewentualne porzadkowanie kopca.
Jedyne sensowne wolne miejsce znajduje sie na samym dole.

Mamy tutaj dwie mozliwosci:

e Najnizszy poziom nie jest calkowicie wypetniony i wtedy nowy element laduje na tym
poziomie zaraz za ostatnim elementem,

e Najnizszy poziom jest catkowicie wypetniony i nowy element zapoczatkowuje nowy po-

ziom, catkiem z lewej strony.

Tak czy owak, w wektorze reprezentujacym kopiec wstawiamy ten element (tutaj o wartosci 15)
zaraz za jego ostatnim (dotychczas) elementem, zarazem zwickszajac jego rozmiar o 1:

Teraz powinnismy wykonaé prace porzadkowe idac od dotu do gory, czyli w odwrotnym
kierunku, niz w przypadku funkcji heapify (). Tym razem wystarczy poréwnanie tylko z parent-
em: jesli dany element (potomek) jest wiekszy, wtedy zamieniamy wezly miejscami:

10
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Te operacje musimy powtorzyc:

Dopiero po kolejnej zamianie miejsc element 15 jest umieszczony na wlasciwej pozycji:

Wedréwka nowego elementu od dotu do gory moze zakonczy¢ sie z powodu dotarcia na
sam szczyt kopca (jak w tym przypadku — rozpoznamy to po wartosci indeksu 0) lub w razie
napotkania parent-a, ktéry jest wiekszy od wstawianego elementu (lub jemu réwny).

Pesymistyczna ztozono$¢ algorytmu wstawiania elementu do kopca jest taka sama, jak funk-
cji heapify(), czyli logarytmiczna.

Czeka nas jeszcze tylko implementacja funkcji heap_insert (). Ruch w kierunku parent-a
jest wykonywany przy pomocy podstawienia:
i = parent(i);

Nowy element oznaczamy przez x. A oto i cala funkcja:

void heap_insert(vector<int> &heap, int &heap_size, int x)
{

heap.push_back(x) ;

heap_size++;

int i = heap.size();

11
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while(i > O && heap[i] > heap[ parent(i) ])
{
swap (heap[i], heap[ parent(i) 1);
i = parent(i);
}
}

Zauwazmy, ze funkcjonalnosé¢ kopca odpowiada doktadnie funkcjonalnosci kolejki prioryte-
towej, ktora poznaliSmy juz wczesniej. Rzeczywiscie, biblioteczny adapter priority_queue<>
jest zaimplementowany wtasnie w oparciu o kopiec binarny (z wektorem pod spodem).

Algorytm Heapsort

Tam, gdzie mamy do czynienia z wyborem (za kazdym razem) najwiekszego elementu, tam az
pachnie jakas metoda sortowania. Tak jest réwniez w przypadku kopca binarnego, ktérego funk-
cje (napisane przez nas w poprzednich sekcjach) moga postuzyé do efektywnego posortowania
wektora lub tablicy.

Zatozmy, ze V jest wektorem liczb w losowej kolejnosci, na przyktad:

vector<int> V = {12, 3, 15, 6, 8, 10, 4, 11, 9%};
int V_size = V.size();

Najpierw zrobimy z niego pelnoprawny kopiec. Zauwazmy, ze wystarczy zajac sie lewa potowa
tego wektora i poczochra¢ ja odpowiednio uzytymi procedurami heapify(). Zaczniemy od
pozycji |V _size/2| i posuwaé sie w lewo, az do pozycji 0:

for(int i = V_size / 2; i >= 0; i--)
heapify(V, V_size, i);

Po takich karesach istotnie otrzymujemy poprawnie zbudowany kopiec:

Zawarto$¢ wektora V' przedstawia sie nastepujaco:

12
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15/11 /12 9 8 (10 4 | 6 | 3

No, daleko temu jeszcze do posortowania, ale prosimy uzbroi¢ si¢ w cierpliwos$¢. Skoro to jest
kopiec, to najwigkszy element znajduje si¢ na pewno na poczatku (V[0]). Mozemy wyekspedio-
waé go na koniec wektora V' (na pozycje V_size — 1), a w to miejsce przeniesé¢ element z konca
(taki myk robiliSmy w funkcji heap_pop()). Do tego mozemy zmniejszy¢ wartosé V _size, bo
ostatni element jest juz prawidlowo ustawiony:

swap(V[0], V[ V_size - 1 1);
V_size—-—;

Teraz wektor V' wyglada tak:

3/11/12, 9|8 10 4 6 |15
o 1 2 3 4 5 6 7 8

Na poczatku wektora mamy kebab, ale wystarczy pusci¢ stamtad heapify () i sprawy wroca
do normy:

heapify(V, V_size, 0);

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby ponowi¢ ten zestaw operacji — i ponawia¢ go do oporu, to
znaczy, poki V _size jest przynajmniej rowne 2:

while(V_size >= 2)

{
swap(V[0], V[ V_size - 1 1);
V_size—-—;
heapify(V, V_size, 0);

}

Przedstawimy teraz przyktadowy program testujacy te metode sortowania:

\include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

// Tu nalezy wstawié definicje funkcji parent(), left(), right(),
// heapify(), heap_insert()

void heap_sort(vector<int> &V, int V_size)

{
for(int i = V_size / 2; i >= 0; i--)
heapify(V, V_size, 1i);

13
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while(V_size >= 2)

{
swap(V[0], V[ V_size - 1 1);
V_size--;
heapify(V, V_size, 0);

}

int main()
{
vector<int> V = {12, 3, 15, 6, 8, 10, 4, 11, 9};
int V_size = V.size();
heap_sort(V, V_size);
for(x : V)
cout << x <<’ 7
cout << endl;

Zwracamy uwage, aby w funkcji heap_sort () nie uzywac referencji przy V _size, aby nie zmienié
jej warto$ci w funkcji main().

A jaka jest ztozono$¢ tego algorytmu? Catkiem zacna, milordzie. Wystarczy przyjrzeé sie
petli while: obchodzi ona okoto V _size razy i tylez razy uruchamiana jest funkcja heapify ()
(jej ztozonosé jest logarytmiczna). Zbierajac to razem dostajemy ztozonosé Nlg, N, gdzie N
to V _size. Czyli standard europejski, moze by¢.

14



