Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Algorytm Euklidesa

#NWD  #NWW
#liczby_wzglednie_pierwsze
#argumenty_funkcji
#zYozonos¢_obliczeniowa #logarytm

Zajmiemy sie teraz znajdowaniem najwiekszego wspolnego dzielnika dla dwoch liczb natu-
ralnych a i b (ang. greatest common divisor, wymawiaj: grejtest komon diwajzor). Jest
to najwieksza liczba naturalna, przez ktora dzielg si¢ bez reszty obydwie liczby. Na przyktad
najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb 75 i 100 jest liczba 25, za$ liczb 27 i 35 — liczba 1.
W szkole powszechnej dzielnik ten oznacza sie skrétem NWD(a,b), a my bedziemy uzywaé
raczej angielskiego skrétu ged(a, b).

Jezeli jedna z liczb (a,b) jest réwna zero, wtedy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem jest
po prostu ta druga liczba. Gorzej, jesli mamy a = b = 0, wtedy dzielnik nie jest okreslony
(moze w jego roli wystapi¢ dowolna dodatnia liczba naturalna). Tak wiec w programie musimy
zadbaé, aby taka sytuacja sie nie zdarzyta[]

Pierwsza mysl to sprawdzenie kolejnych liczb od 1 do mniejszej z liczb a i b (dlaczego
mniejszej?) 1 wybranie najwiekszej, przez ktéra dziela sie obydwie liczby. To mogloby wygladaé¢
tak:

int gcd(int a, int b)
{
int p{ 1 }, m;
m = min(a, b);
for(int k{ 2 }; k <= m; k++)
if(a %k ==0&& b % k == 0)
p = k;
return p;

¥

Zauwazmy, ze w nagtowku funkcji musieliSmy napisa¢ int przed kazdym argumentem oddziel-
nie, podczas gdy w deklaracji zmiennych lokalnych p oraz m nie byto to konieczne.

Jesli zadna z wartosci k nie bedzie pasowac, wtedy pozostanie p = 1 i taka warto$¢ zostanie
zwrécona przez funkcje gcd(). Notabene, liczby, ktérych najwiekszym wspélnym dzielnikiem
jest liczba 1, zwane sg liczbami wzglednie pierwszymi. Nie musza one wcale by¢ liczbami pierw-
szymi per se, przyktadem niech bedzie wspomniana para 27 i 35.

*Mozemy tez do kodu funkcji gcd() dodaé sprawdzenie, czy zachodzi ten przypadek i jako$ sobie z tym
poradzié.
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Jedli potencjalne dzielniki (k) bedziemy sprawdzaé w kolejnosci rosnacej (jak w powyzszym
przyktadzie), wtedy mamy pewnos¢, ze funkcja ged() zwrdci rzeczywiscie najwiekszy mozliwy
dzielnik (dlaczego?).

Nasza funkcja nie wyglada najgorzej, ale wida¢ na oko, ze dla duzych argumentéw bedzie
dziata¢ naprawde powoli. Wystarczy wzia¢ a i b w okolicach miliarda — i klops! Trzeba za-
tem postara¢ si¢ bardziej. I tu przyda si¢ pomyst pochodzacy od wspomnianego juz autora
Elementow, czyli Euklidesa.

Zaczniemy od najprostszej jego wersji — z wykorzystaniem odejmowania. Zgodzicie si¢ chyba,
ze dla dowolnych liczb naturalnych (a,b) zachodzi jeden z ponizszych przypadkow:

1. a =0,
2. a>0b,

3. a<b.

Po prostu innych mozliwosci nie ma. Jesli zachodzi pierwszy przypadek, to sprawa jest prosta:
najwiekszy wspolny dzielnik jest ktorakolwiek z tych liczb.

Jedli zachodzi przypadek drugi, wtedy wieksza z liczb (czyli a) zastepujemy przez réznice
a — b. Dlaczego wolno nam tak zrobi¢? Oto6z jesli liczby a oraz b maja jakis wspélny dzielnik
(w tym ten najwiekszy), jest on réwniez dzielnikiem ich r6znicy, prawda? Dla przykladu: réznica
liczb parzystych (czyli podzielnych przez 2) jest takze parzysta, roznica liczb podzielnych przez 7
jest podzielna przez 7, i tak dalej.

Jesli zachodzi trzeci przypadek, wtedy liczbe b zastepujemy przez b — a. Tak wiec, w ten
sposob (poza pierwszym przypadkiem, ktéry koniczy algorytm) jedna z liczb (a, b) ulega zmniej-
Szeniu.ml znow musi zachodzi¢ jeden z powyzszych przypadkow, zatem albo konczymy obliczanie
(jesli liczby sie zrownaly), albo zmniejszamy ktéras z liczb. Te kroki powtarzamy tak dtugo, az
uzyskamy a = b.

PrzesledZzmy zmiany wartosci a oraz b na przyktadzie liczb 120 oraz 72:

a b | wykonywana operacja

120 | 72 | a zastepujemy przez 120 — 72 = 48
48 | 72 | b zastepujemy przez 72 — 48 = 24
48 | 24 | a zastepujemy przez 48 — 24 = 24
24 | 24 | koniec algorytmu, wynik = 24

Funkcja realizujaca ten algorytm moze wygladac tak:

int gcd(int a, int b)
{
if(a == 0) return b;
if(b == 0) return a;
while(a '= b)

tOczywiscie nalezy uwzglednié¢ przypadek, gdy jedna z liczb jest réwna 0, ale zrobimy to juz w ostatecznym
kodzie.
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if(a > b)
a —= b;

else
b -= a;
return a;

}

Operator —= chyba nie speszyt Czytelnika?

To wyglada dobrze, ale zobaczmy, co sie dzieje, gdy liczby (a,b) sa wzglednie pierwsze
(i bliskie siebie), na przyktad a = 35 oraz b = 36:

a b | wykonywana operacja

35 | 36 | b zastepujemy przez 36 — 35 =1
35 | 1 | a zastepujemy przez 35 — 1 =34
34 | 1 | a zastepujemy przez 34 — 1 = 33
33 | 1 | a zastepujemy przez 33 — 1 = 32 itd.

1 | a zastepujemy przez 2 —1 =1
1 1 | koniec algorytmu, wynik = 1

Wredny przyktad, n’est-ce pas? Wynik wyszedl dobry, ale musieliémy sie przespacerowaé po
wszystkich liczbach naturalnych od poczatkowej wartosci b w dét az do 1. A co jesli bytby
to miliard liczb? Tak by¢ nie moze! Latwo temu zaradzi¢, sprawdzajac, czy ktéras z liczb nie
osiggneta wartosci 1 i1 wtedy od razu zwrdéci¢ 1 jako rezultat funkcji:

int gcd(int a, int b)

{
if(a == 0) return b;
if(b == 0) return a;
while(a '= b)
{
if(a == || b ==1) return 1;
if(a > b)
a —= b;
else
b -= a;
}
return a;
}

Ciut lepiej, ale mozna jeszcze sprytniej. Wystarczy zauwazy¢, ze jesli liczby a oraz b maja
wspoélny dzielnik, to nie tylko ich réznica, ale takze reszta z dzielenia jednej liczby przez druga
(a mod b oraz b mod a) takze sie przez niego dzieli. A to umozliwi nam stworzenie prawdziwie
ekspresowej wersji algorytmu. Oto jego opis:

1. Jesli b = 0, wtedy zakoncz algorytm — wynikiem jest liczba a.
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2. Oblicz r = a mod b.

3. Zastap a przez b, zas za b podstaw r i przejdz do kroku 1.

Przesledzmy jak to dziata dla a = 1201 b = 72:

a b | r | wykonywana operacja

120 | 72 | 48 | a zastepujemy przez 72, zas b przez 48
72 | 48 | 24 | a zastepujemy przez 48, zas b przez 24
48 | 24 | 0 | a zastepujemy przez 24, zas b przez 0
24 | 0 | — | koniec algorytmu, wynik = 24

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie przebiegu algorytmu dla liczb zamienionych miej-
scami, czyli a = 72 oraz b = 120.

Na pozér wiele sie nie zmienito, wiec przesledzmy jeszcze poprzedni przyktad (ten wredny):

a | b | r | wykonywana operacja

35 | 36 | 35 | a zastepujemy przez 36, zas b przez 35
36 | 35 | 1 | a zastepujemy przez 35, zas b przez 1
35| 1 | 0 | azastepujemy przez 1, zas b przez 0
35| 1 | — | koniec algorytmu, wynik = 1

No, tym razem szybko poszto. Mozna pokazaé, ze zloZonosé obliczeniowa takiej wersji algoryt-
mu Fuklidesa jest logarytmiczna, a doktadniej ze znalezienie najwiekszego wspolnego dzielnika
ta metoda wymaga okoto log,(a + b) operacji.ﬂ Co to takiego ten logarytm? Moéwige krétko:
jest to wyktadnik potegowy — oznaczmy go przez w — taki, ze podstawa logarytmu (tutaj: 2)
podniesiona do takiej wtasnie potegi jest rowna liczbie w nawiasach: 2 = a+b. Czyli jesli a+0b
bytoby réwne tysiac, wtedy w bytoby réwne okoto 10 (poniewaz 2% = 1024 = 1000). Dla a + b
rzedu miliarda mielibyémy w =~ 30, zatem zysk na czasie jest bardzo duzy, bo w poprzednich
przypadkach trzeba byto sie liczy¢ ze ztozonoscia liniowa, czyli z grubsza proporcjonalng do
wartosci liczb a i b.

Zaimplementujemy ten algorytm w wersji rekurencyjnej:

int gcd(int a, int b)

{

if(b == 0) return a;

return gcd(b, a % b);
+
That’s it!

Moze trudno w to uwierzy¢, ale istnieje jeszcze szybsza wersja tego algorytmu, zwana bi-
narnym algorytmem FEuklidesa albo algorytmem Steina. Jesli Kocurro nie zapomni sobie, to
wrocimy do tematu przy okazji operacji bitowych.

iBy¢é moze to wyrazenie trzeba pomnozy¢ przez pewna staly liczbowa.
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No tak, Kocurro prawie zapomnial, ze trzeba by jeszcze napisa¢ dwa stowa o najymniejszej
wspdlnej wielokrotnosci (NWW), a po angielsku lem, czyli least common multiple (wyma-
wiaj: list komon multipl, z dtugim i w pierwszym stowie).

Wykorzystamy nastepujaca tozsamosc:

a-b

1 )= —
cm(a,b) ged(a, b)

Tak wiec funkcje lem() mozemy napisaé tak:

int lcm(int a, int b)
{

return a * b / gcd(a, b);
}

Przewidujemy jednak pewne problemy: dla duzych argumentow mozemy ,wyjecha¢” poza za-
kres typu int, wiec moze lepiej od razu zda¢ si¢ na typ long long. Wystarczy ,zrzutowac”
jeden z czynnikéw w liczniku tego wzoru i juz bedziemy bezpieczni:

long long lcm(int a, int b)
{

return (long long)a * b / gcd(a, b);
}

To dziata, poniewaz dziatania wykonywane sg od lewej do prawejﬁ zatem mnozenie (a potem
dzielenie) bedzie wykonane juz zgodnie z regutami typu long long.

$Tak sie dzieje, gdy operatory wystepujace w dzialaniu maja ten sam priorytet, a to zachodzi dla operatoréw
* oraz /.



