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Programowanie dynamiczne
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Ciekawa klase algorytméw stanowia metody oparte na programowaniu dynamicznym (ang.
dynamic programming, wymawiaj: dajnamik programing). Nazwa tej klasy metod nie po-
chodzi bynajmniej od samego faktu programowania komputerow, ale od sposobu konstrukcji
algorytmu, opierajacego sie na podziale rozwigzywanego problemu na mniejsze podproblemy,
rozwiazaniu tychze (czesto w sposéb rekurencyjny), a nastepnie na polaczeniu otrzymanych
rozwiazan w ostateczne, catosciowe rozwiazanie[

Programowanie dynamiczne zilustrujemy przyktadem z naszej ulubionej Bitolandii, gdzie
krolewscy urzednicy zamierzaja wprowadzi¢ system optat za korzystanie z drog przez pojazdy
obywateli, czyli tak zwane myto (ang. toll). Nie jest to jednak takie bardzo proste, gdyz tabela
oplat zostata narzucona przez parlament, a z kolei milodciwie panujacy monarcha (oby zyt
wiecznie!) oczekuje jak najwiekszych wpltywéw do krolewskiej szkatuty.

Zalézmy, ze w tym szczesliwym kraju nie ma drog dtuzszych niz tuzin bitomil (bm)ﬂi ze
dhugos¢ kazdej drogi wyraza sie liczba catkowita. Parlament zarzadzit nastepujaca tabele optat
w bitalarach (bt) w zaleznosci od dlugosci przejechanego odcinka drogi (kazdy odcinek jest
wyceniany oddzielnie):
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Urzednicy maja nastepujace narzedzie prawne, ktore moze znaczaco podniesé¢ dochody kroéla:
ot6z moga na drodze postawi¢ bramki do poboru optat, tym samym dzielac ja na dwa oddzielne
odcinki. Na przyktad odcinek o dtugosci 12 (za ktéry wypadtaby optata 16) moga podzieli¢ na
dwa odcinki po 6, z ktérych kazdy przyniesie po 9 bitalaréw, czyli tacznie optata wyniesie 18.
Te krotsze odcinki tez zreszta mozna dalej podzieli¢ — ma to sens, jesli przyniesie to dodatkowy
zysk.

Zatem zadanie jest postawione: w jaki sposéb mozna podzieli¢ odcinek drogi o dtugosci L
tak, aby przejazd przez niego wigzat sie z jak najwiekszg optatg? Chyba widaé¢, ze sposobéw
podziatu takiego odcinka moze by¢ naprawde sporo i pasowatoby sprawdzi¢ wszystkie mozliwe
podziaty, aby wybraé¢ ten najbardziej lukratywny. Od razu mozemy jednak zauwazy¢, ze wiele
sposrod tych podziatéow bedzie sobie rownowaznych — na przyktad odcinek o dtugosci 5 mozemy
podzieli¢ na 1 + 4 albo 4 4+ 1, co wyjdzie na jedno.

*Pokrewne metody tworzenia algorytméw, jak dziel i zwyciezaj (ang. divide and conquer, wymawiaj:
diwajd end konker, z akcentem na a) oraz algorytmy zachlanne (ang. greedy, wymawiaj: gridy, z dlugim 1)
zostang oméwione w oddzielnych podrozdziatach.

fCokolwiek by ta jednostka znaczyla.
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Metoda ,naiwna”

Spréobujmy wypisaé wszystkie istotnie rézne podziaty odcinka o dtugosci L = 5 wraz ze spo-
dziewanymi optatami:

Podziat FLaczna optata
5+0
441
342
3+1+4+1
24241
2+1+1+1
1+414+1+1+1
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Jak widaé¢, najwyzsza optate (9) uzyskamy przy podziale 3 + 2.

No, nie byto az tak ZleE] Ale jak wygenerowaé takie wszystkie rozktady? Najtatwiej zrobié to
przy pomocy funkcji rekurencyjnej (nazwiemy ja toll_count () ). Oznaczmy przez toll[ ] tablice
zawierajaca oplaty za poszczegblne dtugosci odcinkéw (czyli dolny wiersz tabelki z poprzednie;
strony, opatrzony nazwa ,,Myto”):

int main()

{
int toll[] = {0, 1, 3, 6, 8, 8, 9, 12, 12, 13, 13, 15, 16};
cout << toll_count(toll, 5) << endl;

}

Teraz zajmiemy sie funkcja toll_count (). Posiada ona dwa argumenty: tabele optat i dtugosé¢
interesujacego nas odcinka L (w naszym przykladzie nie moze ona by¢ wigksza niz 12).

int toll_count(int toll[], int L)
{

Zwracamy uwage, ze jesli tablica wystepuje jako argument funkcji, wtedy nie podaje sie jej
rozmiaru.

Generowanie wszystkich podzialéw mozna usystematyzowaé¢ wedtug dlugosci pierwszego
odcinka, liczac od poczatku drogi: jedli na przyktad ten poczatkowy odcinek ma dlugosé ¢
(gdzie 1 < i < L), wtedy na pozostala czesé drogi pozostanie dystans L — i. O ile oplata za
pierwszy odcinek bedzie wynosi¢ po prostu toll[i], to do obliczenia oplaty (maksymalnej) za
pozostalg czesé drogi nalezy wywotaé rekurencyjnie funkcje toll_count z drugim argumentem
rownym witasnie L — 7. Laczna optata to suma za pierwszy odcinek i rekurencyjnie wyliczona
oplata za pozostaly czes¢. Jesli sprawdzimy wszystkie warianty diugosci pierwszego odcinka
(dla ¢ od 1 do L) i wybierzemy najwyzszy taczny wynik, to mamy znaleziona poszukiwang
maksymalng optate za cala droge.

tPodzial 5 4 0 oznacza, ze na drodze nie ma zadnej bramki.
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Mozemy juz napisaé¢ nasza funkcje wedlug powyzszego schematu (pamietamy, ze funkcje
rekurencyjne zwykle zaczyna sie od warunku zakonczenia rekurencji — tutaj stanowi o tym

L=0):

int toll_count(int toll[], int L)

{
if (L == 0) return O;
int profit = -1;
for(int i = 1; i <= L; i++)
profit = max(profit, toll[i] + toll_count(toll, L - i));
return profit;
}

Zmienna profit oznacza proponowang optate za catosé drogi.

Jak to zwykle bywa, zapis rekurencyjny jest bardzo zwiezty, ale czy aby na pewno jest to
optymalny algorytm? Przypomnijmy sobie, jak obliczaliémy liczby Fibonacci’ego (podrozdziat
O rekurencji) — obliczanie wprost z rekurencyjnego wzoru powodowato wielokrotne obliczanie
tych samych wielkosci, co jest oczywiscie skrajng nieefektywnoscig. Tak jest rowniez w przy-
padku powyzszej funkcji. Jesli wywotamy ja z przyktadowym argumentem L = 5, woéwczas
dostajemy nastepujacy schemat wywotan rekurencyjnych (kéteczka oznaczaja kolejne instancje
funkeji toll_count()):

Funkcja toll_count () z argumentem L = 1 jest wywolywana 8 razy, a z argumentem L = 0
—az 16 razy! Czyli ze mamy tutaj — o zgrozo! — ztozonos$¢ wyktadnicza. Trzeba cos z tym zrobi¢:
w pierwszym podejsciu postuzymy sie technika zwana spamigtywaniem (ang. memoization,
wymawiaj: memoizejszn, z akcentem na drugie e)

Metoda zstepujaca ze spamietywaniem

W tej metodzie przyjmujemy zasade, ze jezeli optata za odcinek o danej dtugosci L jest juz
policzona, wtedy powinna by¢ przechowywana w pomocniczej tablicy, z ktorej mozemy ja po-
bra¢ bez potrzeby rekurencyjnego wywotywania funkcji. Napiszemy nieco inng wersje funkcji
toll_count () — bedzie ona w dalszym ciggu rekurencyjna, ale zdecydowanie bardziej ,jinteli-
gentna”. Nazwiemy ja toll_mem().

$Wspominaliémy o niej w podrozdziale O rekurencyi.



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Zaczniemy od programu gtownego, praktycznie takiego samego, jak w poprzedniej sekcji, do-
damy jednak wspomniana pomocnicza tablice result]], gdzie przechowamy wyniki czastkowych
obliczen:

int main()
{
int toll[] = {0, 1, 3, 6, 8, 8, 9, 12, 12, 13, 13, 15, 163};
int result[13];
fill(result, result + 13, -1);
cout << toll_mem(toll, 5, result) << endl;

Na poczatku tablice result[] wypeliamy wartoscia —1, ktéra jako zywo nie moze wystapi¢ jako
wynik obliczen. Magiczna liczba 13 to oczywiscie rozmiar tablicy toll[] w naszym przykladzie.m

Teraz piszemy funkcje toll_mem():

int toll_mem(int toll[], int L, int result[])

{

if (result[L] >= 0) return result[L];
int profit;
if (L == 0) profit = O;
else
{

profit = -1;

for(int i = 1; i <= L; i++)

profit = max(profit, toll[i] + toll_mem(toll, L - i, result));

}

result[L] = profit;
return profit;

Jesli zatem przyjdzie nam obliczy¢ nowa warto$é oplaty (zmienna profit), wtedy wpisujemy
ja w odpowiednie miejsce w tablicy result[] i na nastepny raz — jesli zajdzie potrzeba — bedzie
jak znalazt.

Uwazny czytelnik moze mieé¢ (przynajmniej) trzy watpliwosci: po pierwsze, dlaczego takie
tablice jak toll[] czy result[] nie sa globalne, co uproscitoby odwotania do funkcji. Juz pisalismy
o tym, ze nalezy raczej unika¢ zmiennych globalnych, gdyz wtedy pojawia sie ryzyko, ze jakas
funkcja zmieni w niekontrolowany sposéb ich warto$é¢ (na przyktad na skutek bledu literowego
w nazwie zmiennej).

Po drugie, czy uzywanie tablicy jako argumentu funkcji nie obniza jej efektywnosci? Otéz
nie, gdyz w takiej sytuacji do wywolywanej funkcji przekazywany jest jedynie wskaznik do
poczatku obszaru zajmowanego przez tablice, a to przy obecnych architekturach komputerow
oznacza przekaz zaledwie 4 bajtow. To pikus!

YIstnieje sprytny sposéb, aby nie wpisywaé konkretnego rozmiaru w deklaracji tablicy result|], a mianowi-
cie mozna ja zadeklarowaé tak: int result[sizeof (toll)/sizeof (int)];. Operator sizeof zwraca rozmiar
danej struktury lub typu danych, wyrazony w bajtach.
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Po trzecie, czy funkcja toll_mem() moze istotnie zmieni¢ zawartos¢ tablicy w nadrzednej
funkeji (tutaj: main())? Odpowied?Z jest twierdzaca, patrz punkt drugi. Skoro funkcja ,wie”,
gdzie jest tablica, wowczas moze operowaé na jej oryginale (tutaj chodzi o tablice result]]).

A skad taki tytut sekcji? Metoda zstepujgca polega na rozwazaniu podprobleméw od naj-
wiekszych w dot do najmniejszych. Potem nastepuje ,zwijanie” rekurencji z powrétem do gory.
A jaka jest szacunkowa ztozonosé tej metody? Ilosé obrotow petli for w kolejnych wywotaniach
funkcji uklada sie w szereg arytmetyczny, ktoérego taczna suma jest rzedu L?. W poréwnaniu
z wyktadnicza ztozonoscig metody naiwnej mamy wiec zasadniczy postep.

Metoda wstepujaca

Podejscie w tej metodzie jest nieco inne: zaczniemy od rozpracowania najkrotszych odcinkow
i w oparciu o spamietane wyniki czastkowe bedziemy stopniowo budowaé¢ rozwigzania coraz
wiekszych podprobleméw. Co ciekawe, funkcja, ktorg napiszemy, nie bedzie w ogole rekuren-
cyjnal! (Nazwiemy te funkcje toll_up().)

Program gtéwny bedzie praktycznie taki sam, przy czym nawet nie musimy inicjalizowac
tablicy result|], poza jej zerowa komoérka:

int main()

{
int toll[] = {0, 1, 3, 6, 8, 8, 9, 12, 12, 13, 13, 15, 16};
int result[13];
result[0] = 0;
cout << toll_up(toll, 5, result) << endl;

A oto i sama funkcja obliczajgca maksymalng optate dla drogi o dtugosci L:

int toll_up(int toll[], int L, int result[])

{
for(int p = 1; p <= L; p++)
{
int profit = -1;
for(int i = 1; i <= p; i++)
profit = max(profit, p[i] + result[p - il]);
result[p] = profit;
}
return result[L];
}

Zmienna p oznacza rozmiar podproblemu, czyli dtugo$é¢ odcinka. Jak wida¢, zaczynamy od
p = 11idziemy stopniowo do gory, zapisujac najwyzsza optate w tablicy result]]. Przy kolejnym
obiegu petli po p wszystkie krétsze odcinki mamy juz wycenione, wiec nie musimy odwotywaé
sie rekurencyjnie.

Ztozonosé metody wstepujacej jest taka sama, jak metody zstepujacej (czyli kwadratowa),
z tym, ze odwotania rekurencyjne kosztuja co nieco (czasu i pamieci), wiec mamy tu remis ze
wskazaniem na metode nierekurencyjna.
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Jaki podzial wybraé?

OK, wiemy juz na ile maksymalnie mozemy skasowaé kierowce za przejechanie drogi o dtugo-
sci L, ale krolewscy urzednicy domagaja sie konkretnej informacji, w ktérych miejscach posta-
wi¢ bramki na trasie. Odpowiedz na to pytanie nie musi by¢ jednoznaczna, co wida¢ cho¢by we
wspomnianym przyktadzie dla L = 5: obydwa podziaty 2 + 3 oraz 3 + 2 dadzg ten sam wynik.
(Pewnosé mozemy mie¢ jedynie co do najwickszej kwoty do zaptaty.)

Urzednikom wystarczy wskazanie jednego przyktadowego optymalnego podziatu. W tym ce-
lu nieco wzbogacimy funkcje toll_up(): dla kazdego podproblemu znajdziemy odpowiadajacy
mu punkt optymalnego podziatu. (Nazwiemy te funkcje toll_point().) Wypisaniem punktéw
podziatu zajmie sie funkcja print_toll_point().

Zaczniemy od gtéwnego programu, w ktérym dotozymy tablice point|]:

int main()

{
int toll[] = {0, 1, 3, 6, 8, 8, 9, 12, 12, 13, 13, 15, 16};
int result[13], point[13];
result[0] = O;
cout << toll_point(toll, 5, result, point) << endl;
print_toll_point(5, point);

}

Funkcja toll_point () prezentuje si¢ nastepujaco:

int toll_point(int toll[], int L, int result[], int point[])

{
for(int p = 1; p <= L; p++)
{
int profit = -1;
for(int i = 1; i <= p; i++)
if (profit < p[i] + result[p - il))
{
profit = p[i] + result[p - il);
point[p] = i;
}
result[p] = profit;
}
return result[L];
}

Tym razem musieliémy zrezygnowaé¢ z wygodnej funkcji max(), gdyz jesli zachodzi warunek
w instrukcji warunkowej, wtedy musimy wykona¢ dwie operacje: uaktualnienie wartosci zmien-
nej profit oraz zapisanie punktu podziatu w zmiennej point|p|. Zauwazmy, ze moze to zachodzié
wiele razy, wiec ostatecznie point[p] bedzie zawiera¢ punkt podziatu dla maksymalnego pro fit-u
(i o to chodzi).
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Jeszcze zostata nam do napisania funkcja wypisujaca punkty wyznaczajace optymalny po-
dzial drogi:

void print_toll_point(int L, int point[])

{
for(int p = L; p > 0; p -= point[p])
cout << point[p] <<’ 7;
cout << endl;
}

Pierwsza wypisana liczba to punkt podziatu catej drogi o dtugosci L, potem posuwamy sie
w kierunku coraz krétszych odcinkéw.

To jeszcze nie koniec na temat programowania dynamicznego, mamy jeszcze sporo do ob-
gadania.



