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Sp6jnosé i kolorowanie grafu

#spdjna_skradowa
#dwukolorowanie

Algorytm BFS moze by¢ pomocny w bardzo wielu sytuacjach, a takze moze by¢ elementem
lub punktem wyjscia w bardziej zaawansowanych algorytmach grafowych.

W pierwszej sekcji opiszemy sposob znajdowania ilosci spojnych sktadowych grafu nieskiero-
wanego, a w drugiej — sprawdzenie, czy wierzchotki grafu da sie pokolorowac tak, aby wierzchotki
o tym samym kolorze nie byly bezposrednimi sasiadami.

Spojne skltadowe grafu

Dla grafu nieskierowanego sp6jno$¢ oznacza tyle, ze z kazdego wierzchotka mozna sie dosta¢ do
kazdego innego, by¢ moze przechodzac przez wiecej niz jedna krawedz [

Latwo wyobrazi¢ sobie graf, ktory nie spelhia tego warunku, na przyktad:
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Jak wida¢, samotny wierzcholek (tutaj: 5) jest pelnoprawnym elementem grafu. Nawiasem
moéwiace, w grafach niespéjnych nie obowiazuje reguta £ > V — 1, zachodzi raczej E > 0.

Dane wejsciowe dla powyzszego grafu moga wyglada¢ nastepujaco:
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*Dla grafu skierowanego definicja jest w zasadzie taka sama, z tym ze wtedy méwimy o silnej spojnosci.
Temu waznemu zagadnieniu po$wiecimy oddzielny podrozdzial w tych Miaukotach.
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Funkcja print_graph() zaproponuje nam nastepujace listy sasiedztwa:
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Lista sgsiedztwa dla wierzchotka 5 jest pusta — zgodnie z oczekiwaniami.

Graf, ktéry nie jest spojny jako cato$é, mozemy podzieli¢ na spdjne skladowe (ang. connec-
ted components, wymawiaj: konekted komponents, w drugim wyrazie z akcentem na pierwsza
sylabe). Oczywiscie spéjne sktadowe sa odizolowane od siebie: na rysunku przedstawiajacym
nasz graf na oko widzimy 4 takie sktadowe: {1,2,3,7,9,11}, {4,8,12}, {6,10} oraz {5}.

Napiszemy teraz program, ktory wyznaczy ilo$¢ spéjnych sktadowych grafu oraz zakwalifi-
kuje wierzchotki grafu do poszczegdlnych sktadowych. W tym celu zmodyfikujemy nieco funkcje
BFS() — zreszta nazwiemy te nowa wersje BFS_connect ().

Zaczniemy od nagtowka funkcji — wektor visited bedzie miat od tej pory elementy typu int
(bedziemy tu zapisywaé numer spojnej sktadowej, do ktérej nalezy dany wierzchotek — wartosé
0 oznacza, ze nie byt on jeszcze odwiedzony i zakwalifikowany), a ponadto dodamy argument
component oznaczajacy biezacy numer spdjnej sktadowe;j:

void BFS_connect(vector<vector<int>> G, int V, int s,
vector<int> &visited, int component,
vector<int> &parent, vector<int> &dist)

Nie usuwali$my parametrow parent oraz dist, mimo ze nie bedg nam jawnie potrzebne w tym
problemie.

Zmienna component bedzie miata nadana warto$¢ w funkeji main() (lub innej funkeji, ktéra
wywotla funkcje BFS_connect ()).
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Odwiedzamy wierzchotek startowy i wstawiamy go do kolejki:

visited[s] = component;
dist[s] = 0;
queue<int> Q;
Q.push(s);

Teraz uruchamiamy petle przetwarzajaca kolejke Q:

while(!Q.empty())
{
int v = Q.front();
Q.popQ);
for(int x : G[v])
if('visited[x])
{
visited[x] = component;
parent [x] = v;
dist[x] = dist[v] + 1;
Q.push(x);
}

Wtasciwie jedyna nowoscig w kodzie funkcji jest uzycie zmiennej component zamiast wartosci
true. Wartos¢ 0 jest traktowana jako false, wiec nie trzeba zmienia¢ warunku w instrukcji
warunkowe;j.

Dopiszmy jeszcze funkcje print BFS_connect () i dopasowana do problemu funkcje main ().
Tym razem bedziemy starali si¢ uruchomié¢ przeszukiwanie kolejno z kazdego wierzchotka (w funk-
cjimain()) — ma to sens, jesli wierzchotek jest nieodwiedzony. Jezeli tak w istocie bedzie, wtedy
zwickszamy numer spéjnej sktadowej i wywotujemy funkcje BFS_connect ():

void print_BFS_connect(vector<vector<int>> G, int V, vector<int> visited)

{
for(int v = 1; v <= V; v++)
cout << v << ": " << vyisited[v] << endl;
}
int main()
{
int V, E;

vector<vector<int>> G;
read_graph(G, V, E);
vector<int> visited(V + 1), parent(V + 1), dist(V + 1);
int component = O;
for(int v = 1; v <= V; v++)
if('visited[v])
{
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component++;
BFS_connect (G, V, v, visited, component, parent, dist);
+
cout << component << endl;
print_BFS_connect (G, V, visited);
}

Po uruchomieniu programu i wpisaniu danych przedstawionych w poczatku tej sekcji otrzyma-
my wydruk:
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Pojedyncza liczba 4 wypisana na poczatku oznacza ilos¢ spéjnych sktadowych grafu.

Kolorowanie grafu

Przypisanie koloréw poszczegdlnym wierzchotkom grafu wedtug okreslonych regut jest w ogol-
nym przypadku do$¢ zawitym problemem, zatem ograniczymy si¢ tylko do napisania programu,
ktory odpowie na pytanie, czy mozliwe jest dwukolorowanie danego grafu, czyli pokolorowanie
dwoma kolorami, aby wierzchotki bezposrednio potgczone krawedzig mialty zawsze rézne kolory.
Zatem program powinien wypisa¢ np. TAK, gdy jest to mozliwe, lub NIE — w przeciwnym
przypadku.

Przyda nam si¢ znowu wektor visited o elementach catkowitych: mozemy przyjaé ze warto-
sci +1 odpowiadajg réznym kolorom, natomiast warto$é¢ 0 oznacza jak poprzednio wierzchotek
nieodwiedzony.

Tym razem moze zaczniemy od funkcji main():

int main()
{
int V, E;
vector<vector<int>> G;
read_graph(G, V, E);
if (two_colors(G, V))
cout << "TAK" << endl;



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

else
cout << "NIE" << endl;

No to teraz funkcja two_colors(), ktora uruchamia przeszukiwanie wszerz dla kolejnych spoj-
nych sktadowych (kazda z nich bedzie badana niezaleznie):

bool two_colors(vector<vector<int>> &G, int V)
{
vector<int> visited(V + 1);
for(int v = 1; v <= V; v++)
if('visited[v])

{
if ('BFS_color(G, V, v, visited)
return false;
}
return true;

3

Uzycie nawiasow klamrowych otaczajacych wewnetrzna instrukcje warunkowsg nie jest koniecz-
ne, ale — naszym zdaniem — jest dobra praktyka prewencyjna (przed uniknieciem bardzo nie-
oczywistych i trudnych do wykrycia btedéw przy ztozonych konstrukcjach logicznych).

Funkcja BFS_color() nie musi wyznaczaé¢ poprzednikéw ani odlegtosci, wiec pominiemy
niepotrzebne parametry i nieco uproscimy petle przeszukujaca. Jesli dla cho¢ jednej sktadowe;j
grafu nie da sie ustali¢ kolorow, wtedy warto$¢ catej funkcji to false. Jezeli natomiast petla
po v obejdzie spokojnie do kotica, wtedy zwracamy wartosé trueﬂ

Przyszedt czas na funkcje BFS_color (), czyli nieco okrojong wersje funkcji BFS (). Zaczyna-
my tradycyjnie plus to, ze ustalamy biezaca warto$é¢ koloru. (Kolor przetaczymy na ten drugi
przez zmiane znaku.)

bool BFS_color(vector<vector<int>> G, int V, int s, vector<int> &visited)
{

int color = 1;

visited[s] = color;

queue<int> Q;

Q.push(s);

Nastepnie przychodzi petla przetwarzajaca kolejke Q:

while(!Q.empty())
{
int v = Q.front();
Q.popQO);
for(int x : G[v])
if (lvisited[x])
{

TNiezmienny szacunek dla profesora de Morgana!
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visited[x] = -visited[v]; // przeciwny kolor
Q.push(x);
}
else // juz pokolorowany wierzchotek
if (visited[x] == visited[v])
return false;
}
return true;

¥

Jesli napotkamy obok siebie dwa pokolorowane wierzchotki, wtedy sprawdzamy, czy ich kolo-
ry sa takie same. Jesli tak jest, pokolorowanie jest niemozliwe. Jezeli natomiast petla while
obejdzie do konca, wtedy zwracamy warto$¢ true (znéw prawa de Morgana).

Dla naszego przyktadowego grafu zaprezentowanego na poczatku tego podrozdziatu otrzy-
mamy odpowiedz negatywna — nie jest mozliwe dwukolorowanie grafu, ktéry zawiera cykl o nie-
przystej liczbie krawedzi (dlaczego?).



