Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Metoda bisekcii

#metody_numeryczne
#bisekcja

Czas na odrobine wiadomo$ci o metodach numerycznych, czyli takim sposobie rozwigzywa-
nia probleméw matematycznych czy fizycznych, gdzie operuje sie na konkretnych liczbach /war-
tosciach, a nie na abstrakcyjnych symbolach. Kazdy informatyk powinien znaé¢ przynajmniej
podstawy tej dziedziny, a dla przysztych przyrodnikéw, inzynierow czy tworcow gier to praw-
dziwy kanon [

Zaczniemy skromnie i litosciwie, od metody rozwiazywania réwnan algebraicznych z jedna
niewiadoma. Jesli srogi belfer zarzuci Wam réwnanie w rodzaju:

20+ 7 =3,
to chyba wigkszo$¢ z Was sobie poradzi, prawda? Nawet jesli dostaniecie réwnanie typu:
322 -5z —1=0,
to tez jakos poéjdzie (jesli bedziecie mieli dobry dzien!). Nawet takie oto rownanie:
423 + 222 + 32+ 1 =0,

takze da sie rozwiazaé, jesli ktos styszal o twierdzeniu Bézout i wzorach Cardana (do wygoo-
glania). Rownanie czwartego stopnia tez jest mozliwe do rozwiazania w kazdym przypadku, sa
na to wzory, cho¢ juz nieco bardziej skomplikowane.

Niestety z réwnaniami wyzszych stopni jest problem. Na ogét nie da si¢ ich rozwigzaé
analitycznie (czyli przy pomocy kartki papieru i otéwka). Tylko szczegdlne przypadki uda sie
nam rozkmini¢, ale w ogo6lnosci nie mamy Szans.lﬂ

Niestety im dalej, tym gorzej. Jedli w réwnaniu wystepuja rozmaite funkcje elementarne
(poza funkcja potegowa o wykladniku naturalnym), to z reguty mozemy is¢ do domu. Takie
réwnania nazywa sie réwnaniami przestepnymi (ang. transcendent equations, wymawiaj:
transendent eklejszyns). Ich po prostu na ogédt nie da sie rozwiazaé analitycznie, i tyle.

Jesli ktos nie wierzy, wezmy prosty przyktad, réwnanie:

COSx = .

*Warto wiedzie¢, ze podstawy metod numerycznych pojawily sie ze 2000 lat temu, choé¢ dopiero w czasach
Newtona, Lagrange’a, Gaussa i Eulera nastapit prawdziwy ich rozkwit. No, a pojawienie si¢ komputeréw, to
dopiero byta petardal

tKazde réwnanie algebraiczne stopnia n ma dokladnie n pierwiastkéw, niekoniecznie réznych i niekoniecz-
nie rzeczywistych — ale jednak ma. Jest to tak zwane podstawowe twierdzenie algebry. Tylko jak znalezé te
pierwiastki?
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Czy ono ma rozwigzanie? Ano ma i to doktadnie jedno: wystarczy narysowac sobie cosinusoide
oraz wykres funkcji liniowej y = z i1 jak wol bedzie widaé, ze sie przetna. Czyli rozwiazanie
istnieje, nieprawdaz? Gdzies tam w przedziale [0, 7/2]:

Y =COS X
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Nie jestesmy jednak na przegranej pozycji, gdyz posiadamy nastepujaca wiedze:

e Pierwiastek réwnania (x) istnieje i jest doktadnie jeden,

e Wartos$é x miesci sie pomiedzy 0 a /2.

Mozemy pokusi¢ sie o znalezienie tegoz pierwiastka w sposéb przyblizony — ale z dowolnie duza
doktadnoscia ff

Zaczniemy od przeniesienia x z prawej strony na lewa. Tym samym nasze rownanie przybiera
postac:
f(z) =cosx —x =0,
czyli problem zostal sprowadzony do poszukiwania miejsca zerowego funkcji f(x) = cosxz — x
we wspomnianym przedziale:

y = COS X - X

Co mozemy powiedzie¢ o funkcji f(x)? Jest na bank funkcja ci@glaﬁ w przedziale domknie-
tym [0, 7/2]. Ponadto mozemy sprawdzi¢ wartosci funkcji f(z) na krancach tego przedziatu.
No i mamy:

f(0)=cos0-0=1-0=1>0,
™ s m ™ ™
—]=cosz—-=0—-=_-<0.
/ ( 2 > 2 2 2 2
fNo, moze nie taka dowolna, gdyz uzywany przez nas jezyk programowania ma ograniczong dokladnosé
obliczen zmiennoprzecinkowych. Jednak zawsze mozemy liczy¢ na kilkanascie dokladnych cyfr wyniku.
$Pojecie ciagtoéci funkeji nie jest — wbhrew pozorom — trywialnym zagadnieniem. Wszelako dla zwyktych, Bo-
zych funkcji (dla ktérych dziedzina jest zbidr liczb rzeczywistych — jak w tym przypadku), oznacza ono, ze wykres
na spéjnym/jednokawatkowym przedziale zawierajacym sie w dziedzinie funkeji jest réwniez jednokawalkowy
(nie ma przerw).
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Wartosci te sa przeciwnych znakéw. I tu przychodzi nam z pomoca twierdzenie Bolzano-
Cauchy’ego (réwnowazne tak zwanej wlasnosci Darboux), ktére w skrocie méwi, ze w takiej
sytuacji nasza funkcja f(z) musi mie¢ przynajmniej jedno miejsce zerowe w tym przedzialem

OK, my juz wiemy, ze takie miejsce zerowe jest jedno. Mozemy narysowaé sobie plan sy-
tuacyjny, nawet dla nieco ogdlniejszego przypadku. Na osi poziomej (osi odcietych, X) mamy
przedziat [a, b] taki, ze funkcja f(x) na koncach tego przedziatu przyjmuje wartosci o przeciw-
nych znakach:

fla)

f(b)

Oczywiscie wazne jest tylko to, ze wartosci funkcji na krancach przedziatu sa przeciwnych

znakow, a nie to, ktora z nich jest rzeczywiscie dodatnia czy ujemna. Teraz sprawdzamy wartosc¢
a+b

funkcji w Srodku przedziatu, czyli w punkcie ¢ = “37:

fla)

f(b)

Mozemy teraz ograniczy¢ nasz przedzial [a,b] do podprzedziatu [a,c| lub [c,b]: jedli znak
f(c) jest przeciwny, niz znak f(a), wybieramy podprzedzial [a, ¢| (czyli b otrzymuje wartosé c)
— w przeciwnym razie wybieramy podprzedzial [c,b] (a otrzymuje wartosé ¢). W ten sposdb
przedzial, w ktérym na pewno znajduje sie pierwiastek rownania (miejsce zerowe funkeji f(x)),
stal sie dwukrotnie krétszy.

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby powtorzy¢ te operacje i skréci¢ poczatkowy przedziat
czterokrotnie. Mozna to powtarzaé i powtarzaé, az dlugosé przedziatu (b — a) zejdzie ponize]
ustalonej wartosci (oznaczmy ja epsilon), ktora petni role doktadnosci. Taka metoda wyzna-

IBernard Bolzano (1781-1848) — czeski matematyk i filozof, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) — francu-
ski matematyk, inzynier i fizyk, oraz Jean Gaston Darboux (1842-1917) — francuski matematyk. Niezly zestaw
nazwisk! Kocurro pamieta z kursu analizy matematycznej na studiach fizycznych na ,ujocie”, ze wigkszo$¢ twier-
dzen z tej dziedziny nosita miano Cauchy’ego-kogos tam, kogo$ tam-Cauchy’ego, wzglednie samego Cauchy’ego
(wymawiaj: kosziego).
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czania przyblizonej wartosci pierwiastka nosi nazwe metody bisekcji lub metody poiowiem’am

Mozemy juz pisa¢ kod funkcji bisection() realizujacej powyzszy algorytm:

double bisection(double a, double b, double epsilon)

{
while(b - a >= epsilon)
{
double ¢ = (a + b) / 2;
if(f(a) * £(c) < 0)
b = c;
else
a=c;
}
}

Jak wida¢, sprawdzanie znakéw realizujemy przez sprawdzanie znaku iloczynu wartosci funkcji
(tak najprosciej): jesli znaki sa przeciwne, wtedy iloczyn jest ujemny.

Pozostaje jeszcze ustali¢, jaka wartos¢ powinna zwréci¢ funkcja bisection(). Najlepszym
kandydatem na przyblizona wartos$é pierwiastka jest srodek przedziatu [a, b] (juz po tych wszyst-

kich polowieniach), czyli “Ter

Caty program demonstrujacy dziatanie metody bisekcji dla naszej wybranej funkcji prezen-
tuje sie nastepujaco:

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

double f(double x)

{
return cos(x) - x;
+
double bisection(double a, double b, double epsilon)
{
while(b - a >= epsilon)
{
double ¢ = (a + b) / 2;
if(f(a) * £(c) < 0)
b = c;
else
a=c;
}

return (a + b) / 2;

IMetoda ta jest blisko spokrewiona z metods wyszukiwania binarnego (ang. binary search, wymawiaj:
bajnary sercz), ktorej poswiecamy oddzielny podrozdzial.

**Notabene, mozna by si¢ zastanowié¢, z jaka faktyczna dokladnoscig obliczyliémy warto$é¢ pierwiastka. Ot6z
blad nie przekracza polowy dlugosci przedziatu [a, b], czyli wielkodci b_Ta (dlaczego?).



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

int main()

{
cout.precision(10);
cout << bisection(0, M_PI / 2, 1le-12) << ’\n’;
return O;

¥

Stata M_PI oznacza warto$¢ liczby m, zad stala 1e-12 oznacza 107!2. Na ekranie pojawi sie
wartosc¢:

0.7390851332

Na koniec przypomnijmy, ze stosowanie metody bisekcji jest mozliwe tylko wtedy, gdy okre-
slilismy przedziat liczbowy, w ktérym znajduje sie dokladnie jeden pierwiastek (nazywa sie
to oddzielaniem pierwiastka). Istnieja metody, ktore tego nie wymagaja, na przyktad metoda
Newtona-Raphsona (metoda stycznych).



