Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Wszerz, czyli ktéredy najblizej?

#grafy #wierzchotki
#krawedzie #listy_sasiedztwa
#BFS

W tym podrozdziale rozpoczynamy przeglad podstawowych algorytméw grafowych. Samo
pojecie grafu pojawia sie w niezliczonych sytuacjach, na przykitad gdy spojrzymy na mape
samochodowa: mamy na niej miejscowosci, czyli wierzchotki grafu (ang. vertex, liczba mnoga:
vertices, wymawiaj: wertises, z akcentem na pierwsze e) oraz taczace je drogi, czyli krawedzie
grafu (ang. edge, wymawiaj: edz; liczba mnoga: edges, wymawiaj: edzes). Oto przykladowy
graf nieskierowany, czyli taki, ktorego krawedzie nie maja okreslonego zwrotu:

Wymienmy rzucajace sie w oczy cechy tego grafu: dowolne dwa wierzchotki sa potaczone
co najwyzej jedng krawedzia, za$ krawedzie nie majag punktow wspélnych poza wierzchotkami.
Ponadto nie ma krawedzi zaczynajacych sie i konczacych w jednym i tym samym wierzchotku,
a z kazdego wierzchotka mozna dojs$é do dowolnego innego (cho¢ byé moze trzeba przej$é przez
kilka krawedzi) []

Mamy tutaj jedynie wierzcholtki (ponumerowane od 1 do 10) i laczace je krawedzie, na-
tomiast w praktycznych problemach wierzchotkom i krawedziom mogg by¢ przypisane pewne
dane. Bedziemy rozwigzywac takie zadania w przysztosci.

Najwazniejsze parametry charakteryzujace graf to liczba wierzchotkow V' oraz liczba kra-
wedzi E. Jesli graf spelnia opisane wyzej warunki, wtedy mamy V — 1 < E < 1V(V — 1)
(dlaczego?).

Pozostaje kwestia, w jaki sposob reprezentowac¢ graf w kodzie programu? Generalnie rzecz
biorac, wystarczy zapamietaé, co jest czego sasiadem (méwimy o wierzchotkach grafu). Jednak

*Dla grafu nieskierowanego ta ostatnia cecha nazywana jest spdjnoscig — méwiac kolokwialnie chodzi o to,
ze graf jest w jednym kawaltku.
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zbior krawedzi trzeba jakos uporzadowac, aby operacje na nim odbywaty sie wzglednie szybko.
Jedna z metod polega na tym, ze dla kazdego wierzchotka zapamietujemy jego liste sasiadow.
Jest to tak zwana lista sgsiedztwa (ang. adjacency list, wymawiaj: adzasensy list, z akcen-
tem na drugie a)m Na przyktad liste sasiedztwa wierzchotka 1 stanowia wierzchotki 4, 6, 9 —
niekoniecznie w tej kolejnosci.

Kazda lista sasiedztwa moze by¢ innej dtugosci, zatem narzuca sie uzycie jakiejs$ elastycznej
struktury — zwykle jest to wektor liczb catkowitych. Kluczowy jest jednak format danych wej-
sciowych — zwykle najpierw podaje sie wartosci V' (ilos¢ wierzchotkéw) oraz E' (ilosé krawedzi),
a potem nastepuje E wierszy zawierajacych po dwie liczby catkowite z zakresu od 1 do V' — sa
to numery wierszy potaczonych krawedzig:

V F
Qo bg
aq bl
ap—1 bp_

Dla grafu nieskierowanego kolejno$¢ liczb w wierszu jest obojetna, bo skoro istnieje krawedz
z wierzchotka a do wierzchotka b, to ta sama krawedz prowadzi od wierzchotka b do wierzchotka
a. 7 kolei kolejnos¢ wierszy z opisem krawedzi ma wpltyw na kolejnos¢ wierzchotkéw na listach
sasiedztwa — na og6t jest to bez wiekszego znaczenia (no, chyba ze sa pewne przestanki co do
tej kolejnosci).

Listy sasiedztwa trzeba zebra¢ w jedna strukture — rowniez wektor, ktérego elementami sg
poszczegdlne listy sasiedztwa. Kazdy element tego zbiorczego wektora (nazwiemy go G) odpo-
wiada jednemu wierzchotkowi i jego lidcie sgsiedztwa. Poniewaz wierzchotki grafu sa z reguty
numerowane od 1 do V', dlatego tez zadelarujemy wektor GG o rozmiarze V + 1, a jego zerowego
elementu nie bedziemy wykorzystywac.

Wecezytywanie grafu

Zaczniemy od wezytania danych wejsciowych spetniajacych powyzsza specyfikacje. Dla naszego
przyktadowego grafu dane moga wygladaé¢ na przyktad tak:
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f Alternatywnym sposobem jest uzycie dwuwymiarowej bitowej tablicy sgsiedztwa, ale nie bedziemy sie tutaj
tym zajmowag.
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Napiszemy funkcje read_graph (), ktora wezyta powyzsze dane umieszczajac je w odpowiednich
zmiennych:

void read_graph(vector<vector<int>> &G, int &V, int &E)
{

cin >> V >> E;

G.resize(V + 1);

Teraz G to wektor ztozony z V' + 1 pustych wektorow i mozemy wezyta¢ opis E krawedzi. Jesli
mamy krawedz a—>b, to znaczy, ze na liScie sasiedztwa wierzchotka a trzeba dopisa¢ wierzchotek
b, oraz na liscie sgsiedztwa wierzchotka b dopisa¢ wierzchotek a:

for(int i{ }; i < E; i++)
{

int a, b;

cin >> a >> b;

G[a] .push_back(b);

G[b] .push_back(a);

Jesli chodzi o funkcje read_graph(), to w zasadzie finito. Wypada jeszcze napisac¢ ja w catosci,
le voila (wymawiaj: le wuala, z akcentem na drugie a) :

void read_graph(vector<vector<int>> &G, int &V, int &E)
{
cin >> V >> E;
G.resize(V + 1);
for(int i{ }; i < E; i++)
{
int a, b;
cin >> a >> b;
G[a] .push_back(b) ;
G[b] .push_back(a);

Mozemy jeszcze napisa¢ taka kontrolna funkcje print_graph (), ktéra po wezytaniu danych
wejsciowych wypisze listy sasiedztwa wszystkich wierzchotkow. Lista sgsiedztwa wierzchotka v
to po prostu G[v] i jej zawarto$é nalezy wypisaé.

t0to jest (w jezyku Astérixa).
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Tak prezentuje si¢ funkcja print_graph():

void print_graph(vector<vector<int>> &G, int V)
{
for(int v{1}; v <= V; v++)
{
cout <K v << " ",
for(int x : G[v])
cout << x << " ",
cout << ’\n’;
}
}

Sklecimy sobie niewielki program do testow:

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

void read_graph(vector<vector<int>> &G, int &V, int &E)

{

void print_graph(vector<vector<int>> &G, int V)

{

int main()

{
int V, E;
vector<vector<int>> G;
read_graph(G, V, E);
print_graph(G, V);
return O;

Po jego uruchomieniu i wklepaniu danych opisujacych nasz graf otrzymujemy nastepujacy wy-
nik:
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Przeszukiwanie grafu wszerz

W tej sekcji opiszemy najbardziej fundamentalny algorytm przeszukiwania grafu: przeszukiwa-
nie grafu wszerz, czyli BFS (ang. Breadth-First Search, wymawiaj: bred( ferst sercz)ﬂ

Ogodlnie rzecz biorac, trzeba umieé¢ graf przeszukaé, czyli przespacerowaé sie po wszystkich
jego wierzchotkach, w miare mozliwosci robiac to szybko i sprawnie. W szczegdlnosci pasowatoby
wizytowaé¢ kazdy wierzchotek tylko raz, a to oznacza, ze trzeba zaznaczaé, ze bylo sie w danym
miejscu

W zaleznosci od wybranej metody przeszukiwania (i rodzaju grafu) mozna liczy¢ na rozma-
ite profity z takiego spaceru (poza satysfakcja). W szczegdlnosci mozna (czasem wrecz trzeba)
zapamietaé trase, jaka dotarliSmy w dane miejsce i/lub odlegto$¢ od punktu, w ktérym zacze-
lisSmy WeréWkQ.m

Kazde przeszukiwanie musi rozpocza¢ sie w okreslonym wierzchotku — oznaczymy go przez s

(jak start):

void BFS(vector<vector<int>> G, int s,
vector<bool> &visited, vector<int> &parent, vector<int> &dist)

{

Parametry G oraz s juz rozpoznajemy, a pozostale trzy wektory maja nastepujace znaczenie:
e visited — tu zapisujemy, czy dany wierzchotek byt juz odwiedzony (musi by¢ zainicjalizo-
wany wartoscia false),

e parent — dla kazdego odwiedzonego wierzchotka tu zapisany bedzie numer bezposrednie-
go poprzednika, czyli wierzchotka, z ktérego dostaliémy sie w to miejsce (inicjalizowane
zerami — neutralng wartoscia),

e dist (ang. distance) — odlegloéé¢ od wierzchotka s (nie trzeba inicjalizowac).

Zaczynamy od odwiedzenia wierzchotka s (w domysle jest on nieodwiedzony) i ustawieniu
dist[s] na zero (odlegloé¢ s od s):

visited[s] = true;
dist[s] = 0;
Wartos$¢ parent[s] pozostaje réwna 0 — wierzcholek startowy jest sierotq.

Nastepnie deklarujemy kolejke, do ktorej doktadacé bedziemy kolejne odwiedzane wierzchotki
(zaczniemy od wierzchotka startowego).

$Symbol ¢ oznacza seplenione z.

ITak jak éwiatli turyéci pisza na zabytkach Krakowa: Bylem tu! Pioter z Wqchocka. Niektérzy nawet date
wyskrobuja — przyda nam sie ten zwyczaj podczas przeszukiwania grafu w glab.

IStandardowo w przypadku graféw, dla ktérych nie okredlono wag krawedzi, przyjmuje sie, ze wszystkie kra-
wedzie maja taka sama wage (koszt, dlugo$é, whatever) réwna 1. Ta sama zasada obowiazuje dla wierzchotkéw
grafu.
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Przetwarzanie kolejki bedzie odbywac si¢, poki nie stanie si¢ ona pusta:

queue<int> Q;
Q.push(s);
while(!Q.empty())
{

Co piszczy w petli? Najpierw zdejmujemy z czota kolejki znajdujacy si¢ tam wierzchotek i za-
bieramy sie do przegladania listy jego sgsiadow:

int v = Q.front();

Q.popQ);
for(int x : G[v])

Interesuja nas tylko wierzchotki nieodwiedzone — kazdy taki wierzchotek oznaczamy jako odwie-
dzony, ustawiamy jego parent-a na wierzchotek v, a odlegtosé na dist[v]+1, po czym wstawiamy
go do kolejki:

if(lvisited[x])

{
visited[x] = true;
parent [x] = v;
dist[x] = dist[v] + 1;
Q.push(x);

Cata funkcja BFS() prezentuje sie nastepujaco:

void BFS(vector<vector<int>> G, int V, int s,
vector<bool> &visited, vector<int> &parent, vector<int> &dist)
{
visited[s] = true;
dist[s] = 0;
queue<int> Q;
Q.push(s);
while(!'Q.empty())
{
int v = Q.front();
Q.popQ);
for(int x : G[v])
if(lvisited[x])
{
visited[x] = true;
parent [x] = v;
dist[x] = dist[v] + 1;
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Q.push(x);
}

Przesledzimy dzialanie tego algorytmu na naszym grafie dla s = 1. Kolorem czarnym za-
znaczymy wierzchotki odwiedzone, a czerwona obwodka — wierzchotki wtasnie rozpatrywane:

2

Na poczatku w kolejce mamy tylko wierzchotek 1, ktérego numer zdejmujemy i umieszczamy
w zmiennej v. (Kolejka @ chwilowo jest pusta, ale zaraz pojawia sie w niej nowe wierzchotki.)
Teraz rozpatrujemy jego liste sasiedztwa:

4,6,9

Trzymamy si¢ kolejnosci, w jakiej wierzchotki wy$wietlone byty przez funkcje print_graph ()
w poprzedniej sekcji.

Interesuja nas tylko wierzchotki nieodwiedzone — kazdy taki wierzcholek oznaczamy jako
odwiedzony, ustawiamy jego parent-a na wierzchotek v, a odlegto$¢ na dist[v] + 1, po czym
wstawiamy go do kolejki.

Tym razem nieodwiedzone beda wszystkie wierzchotki z listy, zatem po wykonaniu petli
for mamy taka sytuacje:
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zas w kolejce znajduja sie wierzchotki 4, 6, 9 — wlasnie w tej kolejnosci.

Zaczyna sie kolejne obejscie petli while: z czota kolejki zdejmujemy 4 i podstawiamy jako
warto$¢ zmiennej v. Przegladamy liste sasiadow tego wierzchotka:

Mamy tu wierzchotki 1 oraz 6 — obydwa juz odwiedzone, wigc petla for nic nie wniesie.

Nastepny w kolejce () jest wierzchotek 6 — zdejmujemy go, podstawiamy za v i przegladamy
jego liste sasiadow (petla for):

Lista sasiedztwa zawiera wierzchotki 1, 4, 2, 3, 5, 8 (patrz poprzednia sekcja), z czego wierzchotki
1 oraz 4 sa juz odwiedzone, zatem do kolejki () wedruja wierzchotki 2, 3, 5 oraz 8 (dla tych
wierzchotkéw parent-em jest wierzcholek 6, a odleglto$é wynosi 2):
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Pierwszy w kolejce jest teraz wierzchotek 9 — zdejmujemy, podstawiamy za v i rozpatrujemy
jego liste sasiedztwa:

Nie ma tu nic nieodwiedzonego, wiec petla for dochodzi do konca bez zadnych ekscesow.
Nastepny w kolejce @) jest wierzchotek 2:
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Jego lista sgsiedztwa to 6, 7, 3, z czego tylko 7 jest nieodwiedzony i ma szanse powalczyc¢.
Otrzymuje 2 on jako parent-a i 3 jako odleglosé — no i wedruje do kolejki.

W kolejce czeka teraz wierzchotek 3 — nie ma nieodwiedzonych sasiadéw, wiec nie bedziemy
sie nad nim rozczulaé¢. Nastepny prosze! Nastepny to wierzchotek 5:

10
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Jedynym nieodwiedzonym sasiadem jest wierzchotek 10 — otrzymuje on parent-a 5 i odle-
glosé 3:

Wierzchotek 10 wysytamy do kolejki — rezyduja tam jeszcze wierzchotki 8 i 7, ale zaden
z lokatorow kolejki nie ma juz nieodwiedzonych sasiadéw, wiec petla while obejdzie na jalowym
biegu do konca i mozemy wiesza¢ wieche!

Jeszcze dopiszemy funkcje print BFS) oraz podrasujemy nieco funkcje main(), aby moc

nacieszy¢ sie wynikami przeszukania grafu:

void print_BFS(vector<vector<int>> &G, int V,
vector<int> &parent, vector<int> &dist)

{
for(int v{1}; v <= V; v++)
cout << v << ": parent=" << parent[v] << " dist=" << dist[v] << endl;
+
int main()
{
int V, E;

vector<vector<int>> G;
read_graph(G, V, E);

// print_graph(G, V);
vector<bool> visited(V + 1);
vector<int> parent(V + 1), dist(V + 1);
BFS(G, V, 1, visited, parent, dist);
print_BFS(G, V, parent, dist);
return O;

Chyba nie trzeba rozwodzi¢ sie nad tym, dlaczego zadeklarowane tu wektory posiadaja roz-
miary V + 1. Warto pamigtac, ze typ danych vector<> jest automatycznie inicjalizowany przy
deklaracji — wtasnie takimi wartosciami, jakie sg nam potrzebne.

Wywotanie funkcji print_graph() zostato wykomentowane.

11
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Po uruchomieniu tego programu i wpisaniu danych naszego grafu dostajemy wyniki:

: parent=0 dist=0
: parent=6 dist=2
: parent=6 dist=2
: parent=1 dist=1
: parent=6 dist=2
: parent=1 dist=1
: parent=2 dist=3
: parent=6 dist=2
: parent=1 dist=1
10: parent=5 dist=3
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czyli doktadnie tak, jak bylo na ostatnim rysunku.

Kilka waznych uwag

Nazwa algorytmu — przeszukiwanie wszerz — jest zwiazana z faktem, ze na kazdym kroku (przy
przetwarzaniu kazdego wierzchotka) zajmujemy sie tylko jego najblizszymi sasiadami, tworzac
swoista tyraliere posuwajaca sie¢ krok po kroku. Nietrudno zauwazy¢, ze w ten sposéb wyznacza
sie najkrétsze mozliwe odlegtoéci pomiedzy wierzchotkiem, a wszystkimi innymi wierzchotkami
grafu. A co z przebytg trasa? Czy da sie ja odtworzy¢? Odpowiedz jest twierdzaca — wystarczy
popatrzy¢ sie na wektor parent: zawiera on numery poprzednikow w wedrowce do danego
wierzchotka. Mozemy bez problemu odtworzy¢ trase od tytu: wezmy na przyktad wierzchotek 10.
Jego poprzednikiem jest wierzchotek 5, poprzednikiem wierzchotka 5 jest 6, a poprzednikiem
wierzchotka 6 jest wierzchotek startowy (1). Odwracajac kolejnosé otrzymamy nastepujaca

Sciezkef™|
1—6—5—10.

Ta Sciezka (najkrotsza) nie jest wyznaczona jednoznacznie, wszakze ponizsza $ciezka ma taki
sam poczatek, taki sam koniec i taka samg dtugosc:

1—-9—8—10.

Jedno jest pewne: najkrétsza droga od wierzchotka 1 do wierzchotka 10 ma dlugos$é 3 — i tego
sie trzymajmy.

**Sciezka w grafie nazywamy ciag jego krawedzi: koniec danej krawedzi (wierzcholek) jest poczatkiem nastep-
nej.

12



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Mozemy narysowa¢ wszystkie $ciezki, ktore zostaly znalezione w wyniku algorytmu BFS
(po odwréceniu kolejnosci wierzchotkéw na kazdej sciezce):

°
Y

Co dostaliémy? Tak, tak, drzewo! I to ukorzenione w wierzchotku startowym 1@1 taki
wtasnie jest rezultat algorytmu BF'S.

" Qreze, ciagle jakie§ drzewa nam tu wyrastaja, chyba trzeba bedzie po$wieci¢ im oddzielne Miaukoty. . .
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