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Arytmetyka na sterydach

#arytmetyka_wielkich_liczb
#przeniesienie #pozyczka
#zero_wiodace

W prezentowanych do tej pory przyktadach operowalisémy liczbami catkowitymi z zakresu
(na modut) do okoto dwéch miliardéw (typ danych int) lub nawet do okoto 10'® (typ danych
long long). Sporadycznie uzywalidmy typu zmiennoprzecinkowego double, ktéry co prawda
pozwala na rozszerzenie tego zakresu nawet do 103%%, ale za cene utraty pelej dokladnosci
obliczen — do okoto 16 cyfr znaczacych[]

Zakres typow catkowitych mozna zwiekszy¢ dwukrotnie, jesli zrezygnujemy z wartosci ujem-
nych, wtedy postugujemy sie odpowiednio typami unsigned intﬂ lub unsigned long long
(z ang. bez znaku, wymawiaj: ansajnd). Jednak typy danych unsigned kryja w sobie pewna
putapke obliczeniowa, w szczegdlnosci polecamy Czytelnikowi sprawdzenie dziatania ponizszego
fragmentu kodu i zastanowienie sie, dlaczego to tak dziala:

unsigned int a =7, b = 5;
cout << a - b << endl;
cout << b - a << endl;

Zatem z tego rodzaju typéw korzystamy tylko wtedy, gdy naprawde istnieje taka koniecznosé
i kiedy rzeczywiscie wiemy, co robimy.

A co mamy zrobi¢, gdybyémy musieli wykonywaé operacje arytmetyczne na naprawde po-
kaznych liczbach catkowitych, dajmy na to, 100-cyfrowych? Da sie? Oczywiscie, ze tak, ale
musimy sami zaimplementowaé arytmetyke tak wielkich liczb.lﬂ

Zanim zapomnimy, warto uswiadomi¢ Czytelnikowi, ze cokolwiek by$my tutaj wydumali
w zakresie wtasnej arytmetyki, cho¢by i najbardziej wyszukanego, bedzie to bez porownania
wolniejsze od operacji na standardowych typach liczbowych, gdyz te sa wspierane sprzetowo,
czego nie przebijemy.

Zaczniemy skromnie, od dodawania liczb o dowolnej (rozsadnej) iloci cyfr. Jasne chyba jest,
ze takie liczby nalezy reprezentowa¢ w odmienny sposob, niz zwykte ,mate” liczby catkowite —
my wybierzemy wygodny w uzyciu typ danych string.

*W jezyku CH++ istnieje rowniez bardziej wypasiony typ zmiennoprzecinkowy: long double — o jeszcze
wiekszym zakresie i lepszej doktadnosci.

fMozna to zapisaé¢ po prostu jako unsigned.

tRzecz jasna, madrzy ludzie co$ tam juz wymyslili w tym temacie i w internetach znajdziemy biblioteke
(pewnie niejedna), ktéra umozliwia takie dzialania, ale chyba pouczajace bedzie sprobowaé samodzielnie napisaé
chocby najprostsze funkcje w tej dziedzinie.



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Dodawanie wielkich liczb

Algorytm dodawania duzych liczb naturalnych (do takich sie¢ ograniczymy) nie jest zadnym
odkryciem Ameryki. To dobrze nam znany algorytm dodawania liczb na sposéb pisemny. Jesli
na przyktad chcemy zsumowac liczby 7241 oraz 368, podpisujemy jedna liczbe pod druga, tak
aby ich cyfry jednosci znajdowalty sie w jednej kolumnie:

7241
+ 368

Sumujemy kolejno cyfry w kolumnach od prawej do lewej:

7241
+ 368
7609

Dodajemy 1 do 8 i otrzymujemy 9, dodajemy 4 do 6 i otrzymujemy 10, liczbe wigksza niz
9, zatem pojawia sie co$, co nazywamy przeniesieniem (ang. carry, wymawiaj: kery), ktore
réwne jest podlodze z dzielenia tego wyniku przez 10: tutaj jest to [10/10] = 1. Przeniesienie
przechodzi dalej i jest dodawane do sumy cyfr z nastepnej kolumny. Przy dodawaniu dwdch
liczb warto$¢ przeniesienia wynosi zawsze albo 1 albo 0 (dlaczego?).

Zatem w nastepnej kolumnie mamy 2+ 3 + 1 (przeniesienie), czyli 6, a w ostatniej kolumnie
mamy tylko 7 z pierwszego sktadnika i (w domysle) 0 z drugiego skladnika, stad wynik w te;
kolumnie wynosi 7, catkowita suma: 7609.

Zaczniemy moze od konca, piszac funkcje main (), w ktorej przetestujemy funkcje big_sum()
(z ang. wielka suma, wymawiaj: byg sam) obliczajaca sume dwdch wielkich liczb:

int main()
{
string a, b;
cin >> a >> b;
cout << big_sum(a, b) << endl;

3

Zatem definicja funkcji sumujacej powinna zaczynaé¢ sie w ten sposob (rezultat dodawania
umiescimy w zmiennej c):

string big_sum(const string &a, const string &b)

{

string c;

Kombinacje stowa kluczowego const oraz symbolu referencji & juz znamy, prawda?

Najwygodniej bedzie zrealizowa¢ sumowanie przy pomocy dwoéch zmiennych-indekséw ia
oraz ib, oznaczajacych numery znakow w stringach a oraz b odpowiadajacych biezacej kolumnie
sumowania. Poniewaz liczby dosuniete sa do prawej strony, wiec na poczatku indeksy powinny
wskazywaé na ostatnie znaki w stringach:

int ia = a.size() - 1, ib = b.size() - 1;
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Przed przystapieniem do sumowania przeniesienie wynosi 0:
int carry = O;

W gléwnej petli tej funkeji bedziemy stopniowo zmniejsza¢ indeksy ia oraz ib, az osiagna
warto$¢ ujemng. Jesli chociaz jeden z nich jest nieujemny, to znaczy, ze dana liczba jeszcze
sie nie skonczyta. Sumowanie w danej kolumnie rozpoczniemy od uwzglednienia przeniesienia.
W zmiennej result (z ang. wynik, rezultat, wymawiaj: rezalt, z akcentem na a) przechowamy
wynik dodawania w biezgcej kolumnie:

while(ia >= 0 || ib >= 0)
{

int result = carry;

Cyfre z danej liczby dodajemy tylko wtedy, jesli indeks ma warto$é nieujemna (po czym go
zmniejszamy ):

if (ia >= 0)

{
result += alia] - ’07;
ia——;

}

if(ib >= 0)

{
result += b[ib] - ’07;
ib——;

}

Pamietamy oczywiscie o odjeciu kodu ASCII znaku ’0°, dzieki czemu otrzymamy warto$¢ licz-
bowa danej cyfry. (Byta o tym mowa w podrozdzialach o uktadzie dwéjkowym i dziesietnym.)

Teraz nalezy rozstrzygnac, jaka cyfre wpiszemy jako wynik sumowania w danej kolumnie
oraz jaka bedzie wartos¢ przeniesienia. Jako wynik wpisujemy cyfre odpowiadajaca reszcie
z dzielenia zmiennej result przez 10, a przeniesienie to wspomniana juz podtoga z result/10:

¢ = char(sum % 10 + ’0’) + c;
carry = sum / 10;

¥

Kolejng cyfre w stringu ¢ dopisujemy na jego poczatku, gdyz cyfry te obliczamy od ostatniej
do pierwszej.

Kiedy skoncza nam si¢ cyfry w obydwu liczbach, sprawa nie jest bynajmniej zakonczona:
musimy bowiem sprawdzi¢, czy nie zostato nam jakies przeniesienie. Wszakze dodawanie liczb —
na przyktad — trzycyfrowych moze da¢ w wyniku liczbe czterocyfrowa, mamy cho¢by 3334777 =
1110.
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Zatem zakonczenie funkcji big_sum() powinno wygladac tak:

if (carry > 0)
c =71+ c;
return c;

}
Dobrnelismy do konca funkcji sumujacej i teraz dla porzadku przytoczymy ja w catodci:

string big_sum(const string &a, const string &b)
{

string c;

int ia = a.size() - 1, ib = b.size() - 1;

int carry = 0;

while(ia >= 0 || ib >= 0)

{

int result = carry;

if(ia >= 0)

{
result += alia] - ’0’;
ia-—;

+

if(ib >= 0)

{
result += b[ib] - ’0’;
ib——;

}

¢ = char(result % 10 + °0’) + c;
carry = result / 10;

}

if (carry > 0)
c =71+ c;

return c;

}

Po uruchomieniu programu i wpisaniu przyktadowych liczb:

7241
368

otrzymamy wynik:

7609

Sumowanie jako$ poszlo, teraz wezmiemy si¢ za odejmowanie.
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Odejmowanie wielkich liczb

Odejmowanie liczb naturalnych nie jest duzo trudniejsze od dodawania, ale jednak trzeba pa-
mietaé o kilku ninansach. Przede wszystkim zamiast przeniesienia bedziemy miec teraz pozyczke
(ang. borrowﬁ wymawiaj: borot). Pozostaje jednak kwestia znaku wyniku odejmowania.

Jedli odjemnik (tutaj: 567) jest mniejszy od odjemnej (tutaj: 1234), wtedy dostajemy wynik
dodatni, na przyktad:

1234
— 567
667

Jesli odjemna i odjemnik sg rowne, wtedy wynik jest liczba zero:

8901
— 8901
0

Jesli odjemna (tutaj: 678) jest mniejsza od odjemnika (tutaj: 5432), wtedy dostajemy wynik
ujemny:

678
— 5432
— 4754

Ten ostatni przypadek jest szczegdlny, bo wymaga dodania znaku minus (—) przed wyni-
kiem. Najtatwiej bytoby to zrealizowaé tak: jesli rzeczywiscie on zachodzi, wtedy mozna zamie-
ni¢ miejscami odjemna i odjemnik, odja¢ po Bozemu, a na koniec dopisa¢ znak minus przed
wynikiem. Do tego potrzebujemy jednak funkcji sprawdzajacej, czy dana liczba jest mniejsza
od drugiej. Really? A zwykly znak mniejszosci nie wystarczy? Niestety nie, gdyz liczby mamy
reprezentowane przez stringi, dla ktorych znak < oznacza poréwnywanie wedtug porzadku lek-
sykograficznego (to juz gdzie$ tam bylo, prawda?). Istotnie, dla ciagéw znakéw na przyktad
ponizsza relacja jest prawdziwa:

11117 < 72227

Musimy wiec sami napisa¢ odpowiednia funkcje (taki komparator) na nasze potrzeby —
nazwiemy ja smaller () (z ang. mniejszy, wymawiaj: smoler)ﬂ]

bool smaller(const string &a, const string &b)

Generalnie, funkcja powinna zwroci¢ warto$é prawdy, jesli a jest mniejsze od b — w sensie
porownywania liczb. Zauwazmy, ze jesli a jest krotsze niz b, wtedy na sicheﬂ zwracamy prawde.
7Z kolei jesli a jest dtuzsze od b, wtedy wynik to na pewno falsz. A jezeli dhugosci obydwu liczb
sa takie same, wtedy zadziata zwykly znak < (dlaczego?).

$Warto pamietaé, ze w jezyku angielskim istnieja dwa odpowiedniki polskiego terminu pozyczka: borrow
(gdy pozyczamy co$ od kogo$) oraz loan (gdy pozyczamy co$ komus).

97 punktu widzenia jezykowego bardziej pasowaloby nazwaé ja less (), jednak ta nazwa jest juz zastrzezona.

IWymawiaj: zicher, to po teutonsku.
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Oto proponowana przez nas posta¢ funkcji smaller():

bool smaller(const string &a, const string &b)
{
if(a.size() == b.size())
return a < b;
return a.size() < b.size();

3

Jak wida¢, konsekwentnie unikamy niepotrzebnych instrukeji warunkowych, zeby nie rozbudo-
wywaé zbytnio kodu programu.

Mozemy teraz napisa¢ funkcje big_difference() (z ang. wielka réznica, wymawiaj: byg dy-
frens) obliczajaca réznice dwdch liczb naturalnych. Odwotamy sie tutaj do jeszcze nienapisane;
funkcji subtract() (z ang. odejmij, wymawiaj: sabtract, z akcentem na druga sylabe), ktore;
zadaniem bedzie odejmowanie przy gwarancji, ze odjemnik nie jest wiekszy od odjemnej:

string big_difference(const string &a, const string &b)

{
if(smaller(a, b))
return ’-’ + subtract(b, a);
return subtract(a, b);
}

Poczatek funkcji subtract () wyglada podobnie do funkeji big_sum():

string subtract(const string &a, const string &b)

{
string c;
int ia = a.size() - 1, ib = b.size() - 1;
int borrow = 0;

Poniewaz mamy pewnos¢, ze odjemna a nie jest krétsza od odjemnika b, zatem glowna petla
w funkcji moze byé¢ zapisana nieco proéciej:

while(ia >= 0)

{
int result = al[ia] - ’0’ - borrow;
ia—--—;

Pozyczke (borrow) oczywiscie odejmujemy od wyniku (result) w danej kolumnie.

Odjemnik b moze si¢ skonczy¢ wezesniej, niz odjemna, wiec musimy sie zapytaé¢, czy mozemy
z niego czerpac kolejne cyfry:



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

if (ib >= 0)

{
result -= b[ib] - ’0’;
ib—-;

+

Wynik w danej kolumnie moze okazac si¢ ujemny, wtedy trzeba zaciggnaé¢ pozyczke:

if (result < 0)

{
result += 10;
borrow = 1;

}

else
borrow = 0;

Obliczong cyfre w danej kolumnie dopisujemy na poczatku zmiennej c:

¢ = char(result + ’0’) + c;

. 1 tak konczy sie gtéwna petla w funkeji subtract (). To jednak nie koniec samej funkcji
Zauwazmy, ze na poczatku zmiennej ¢ moga pojawic sie zera — sa to tak zwane zera wiodgce (ang.
leading zeros, wymawiaj: liding zirols, z akcentem na i w drugim wyrazie). Na przyklad jesli
funkcje subtract () wywolamy z argumentami a = "1145” oraz b = "1123” zmienna c otrzyma
wartos¢ 70022”. Pasowaltoby sie¢ pozby¢ tych zer, zatem zliczymy, ile ich mamy na poczatku,
ale musimy pamietac, ze ¢ moze sktadac sie z samych zer — kiedy odjemna i odjemnik sg rowne.
Zliczanie zer wiodacych powinno wyglada¢ tak:

int zeros = 0;
while(zeros < c.size() && clzeros] == ’0’)
zZeros++;

Jesli liczba tych zer jest rowna dlugodci stringu ¢, wtedy rezultatem odejmowania powinna
by¢ po prostu liczba 0 (w formie ciagu znakéw). W przeciwnym razie funkcja powinna zwrécié
podciag stringu ¢ poczawszy od znaku o numerze zeros az do konca stringu (w takim przypadku
mozna pomingé¢ dtugosé podciagu):

if(zeros == c.size())
return "O";
return c.substr(zeros);

by

Funkcja substr () pojawita sie juz w podrozdziale o Odwrotnej Notacji Polskiej — wymaga ona
dyrektywy #include <string>.



Andrzej Dyrek — Kodowanie z Kocurrem

Jak zwykle dla porzadku przytoczymy catg tre$¢ budowanej po kawatku funkcji subtract ():

string subtract(const string &a, const string &b)
{
string c;
int ia = a.size() - 1, ib = b.size() - 1;
int borrow = 0;
while(ia >= 0)
{
int result = al[ia] - ’0’ - borrow;
ia——;
if (ib >= 0)
{
result -
ib—-;
+
if (result < 0)
{
result += 10;
borrow = 1;
+
else
borrow = 0;
¢ = char(result + ’0’) + c;

blib] - ’0’;

}

int zeros = O;

while(zeros < c.size() && clzeros] == ’0’)
zeros++;

if (zeros == c.size())
return "O";

return c.substr(zeros);

Definicje funkcji subtract () oraz smaller () powinny znalezé sie w pliku zrédtowym przed
definicjg funkcji big_difference () [

**QOd tej zasady mozna odejs$¢, postugujac sie deklaracjami funkcji, ale omowimy to w oddzielnym podrozdziale.



